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Predgovor

Ovaj udzbenik je nastao na osnovu kurseva Osnovi matematcke zike i Metode matematcke zike,
koje autori vec dwzi niz godina deze na Fizckom fakultetu Univerziteta u Beogradu. Navedeni kursevi
su namenjeni studentima smerova Orsta zika (A smer), Primenjena i kompjuterska zika (C smer),
Metereologija (M smer) na Fizckom Fakultetu kao i smeru Astro zika na Matematckom fakultetu.

Okosnica kursa je linearna algebra, na koju se odnose prve dve glave. U trecoj glavi su izleeni
osnhovni pojmovi vektorske analize. Imajwci u vidu studijske smerove kojima je udzbenik namenjen,
akcenat je stavljen na primene i konkretne primere, kao i njihovu vizualnu prezentaciju.

Nivo strogosti izlaganja je standardan za ziku i tehncke nauke.
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Notacija

Oznaka | Znaenje

R polje realnih brojeva
C polje kompleksnih brojeva
F proizvoljno polje

Do skalari (elementi polja)
kompleksna konjugacija skalara

X;u;v;::: | vektori

v vektori iz R"; usmerene dwi

ivi norma vektora v

(v;u) skalarni proizvod vektorav i u

Vi projekcija vektora v na poznati pravac

Vo normala vektora v na poznati pravac

cn vektorski prostor kompleksnih kolona dwine n

RN vektorski prostor realnih kolona dwine n

Fm n vektorski prostor matrica tipa m n nad poljem F

Pn(F) vektorski prostor polinoma nad poljem F stepena ne veceg odh
C(R) vektorski prostor neprekidnih realnih funkcija

C([a; b)) vektorski prostor neprekidnih realnih funkcija de nisanih na intervalu ( a; b)
L(S) lineal nad skupom S (skup svih linearnih kombinacija vektora iz S)
C(U; V) vektorski prostor svih linearnih operatora iz U u V

dimV dimenzija vektorskog prostoraV

N (A) nulpotprostor operatora A

R(A) prostor likova operatora A

AY adjungovani operator od A

Xl matrica kolona koja reprezentuje vektorx u bazisuB

[Als matrica koja reprezentuje operator A u bazisu B

A matrica koja reprezentuje operator A u poznatom bazisu
A opservablaA u kvantnoj mehanici
D qf izvod skalarnog poljaf u pravcu orta f
r nabla, tj. Hamiltonov operator
4 Laplasov operator

t direktna suma

ortogonalna suma

= jednako po de niciji

Q:E:D: kraj dokaza (Quod Erat Demonstrandum)
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Glava

Vektorski prostori

1.1 Uvod

Pre negosto de nsemo sta su vektorski prostori potsetimo se nekoliko pojmova sa prethodnih
kurseva matematike.

Neka je na skupuG de nisana binarna operacija koja proizvoljna dva elementag; i g» skupa G
preslikava u neki treci element iz G: g1 g2 2 G (ova osobina se naziva zatvorenost). Takod, neka su
ispunjene i sledece osobine:

(i) operacija jeasocijativna: (801;02;032 G) o1 (2 B)=( G) O;

(i) u G postoji element, oznatemo ga sae, za koji vai: (8g2 G) g e= e ¢g= ¢, e zovemo
neutralnim elementom,

(i) za svaki elementg iz G postoji tacno jedan element h 2 G tako da vai: ¢ h=h g= ¢
Element h zovemoinverzni element odg za operaciju ; i oznaavamo ga sag *.

Tada kazemo da je G grupa u odnosu na de nisanu binarnu operaciju , ili da je uredeni par (G; )
sa gore navedenim osobinama algebarska struktura koja se naziva grupa.

Ako bi na istom skupu de nisali neku drugu binarnu operaciju koja ima sve navedene osobine
dobili bi razlctitu grupu.

Primer 1.1.1. Skup celih brojevaZ je grupa u odnosu na operaciju sabiranja: tj. £;+) je grupa.
Medjutim, ovaj skup nije grupa u odnosu na operaciju mnaenja. Zato? Da li je mogwce nai neki
drugi podskup skupa realnih brojeva koji jeste grupa u odnosu na mnaenje?

Primer 1.1.2. Posmatrajmo skup vektora u ravni xOy, oznatemo ga kao R2. Neka je binarna
operacija upravo sabiranje vektora, iz njenih osobina jasno je da je ovaj skup vektora grupa u odnosu
na sabiranje vektora.

Primer 1.1.3. Razmotrimo skup polinomap(t) stepena ne veceg odh; gde jet nezavisna promenljiva.
Oznactemo ga sa P,: Zbir dva ovakva polinoma je sigurno polinom koji pripada ovom skupu, a lako
se vidi i da su zadovoljene sve ostale osobine neophodne daHg grupa u odnosu na sabiranje.
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Primetimo da je kod svih navedenih primera grupa, redosled sabiraka nebitan. Ovo ne mora uvek
da bude ispunjeno, ali ako jeste, tj. ako za grupu G; )vazidaje za (80:1;0:2G) o1 0= 0 01,
kaemo da je G komutativna grupa (ili Abelova grupa).

Sledeca algebarska struktura koja nam je potrebna je polje.

Def. 1.1. SkupF u kojem su de nisane dve zatvorene binarne operacije naziva s@lje, i oznaava
sa kao trojka (F;+; ), ako su ispunjene sledece osobine:

(i) par (F;+) je Abel-ova grupaciji je neutralni element oznaen sa 0;
(i) par (FnfOg; ) je Abel-ova grupaciji je neutralni element oznacen sa1;
(iii)y vazi zakon distribucije: a (b+ ¢)= a b+ a c za svakoa; b; c2 F.

U skupu realnih brojeva imamo de nisane dve binarne operacije: sabiranje i mnaenje. Zbog oso-
bina ovih operacijaR je polje, isto kao i skup kompleksnih brojevaC. Naravno, u matematici postoje
brojni primeri polja, npr. konana polja Fy, polja algebarskih brojeva itd., ali nasce interesovati samo
polje realnih i kompleksnih brojeva: R i C. Poljecemo oznacavati kao F, njegove elementecemo zvati
skalari i uglavnhom ih oznacavati sa gckim slovima.

1.1.1 De nicija vektorskog prostora

Vektori se na kursevima matematike u srednjojskoli de nsu kao objekti sa pravcem, smerom i
intenzitetom ili jednostavno kao familije usmerenih dwei ("strelica”). Za njih je karakteristcno tosto
imaju geometrijska svojstva (pravac, smer, dwina), a ujedno ih je moglce sabirati (nadovezivanjem ili
pravilom paralelograma) i mnaiti realnim brojem (skaliranje dwi),sto je karakteristika algebarskih
objekata (brojeva i izraza). Kombinovanjem obe operacije dobijamo linearnu kombinaciju, koja zak
vektora glasi: 1x1+ 2x1+ ... k%k. Na taj nain je omoglwceno da se geometrijske osobine gura
de nsu algebarskim jezikom, pomau jednaina.

Na kursevima zike, vektori spadaju u osnovne pojmove. Neke od osnovnih zckih veltina,
poput brzine, ubrzanja i sile, su vektorske. To znai, na primer, da ako na neko telo deluje vse sila,
rezultujica sila se dobija pravilom vektorskog sabiranja, a ne prostim sabiranjem intenziteta (kao npr.
ukupna masa sistema).

Pojam vektora u linearnoj algebri se dobijauogstenjem ili apstrakcijom osobina usmerenih duwi. @
Vektor se de nse pomau algebarskih pojmova, kao algebarska struktura. Prednost takvog pristupa
je u tome sto je mnastvo razltitih objekata, usmerene dwi, ured"ene n torke brojeva, polinome,
funkcije, matrice itd. moglce prolcavati pomau iste teorije: jedna te ista teorema je primenljiva na
sve njih. Ispostavlja se da je za formulisanje kvantne mehanike potreban upravo ovaj pristup.

Def. 1.2. Neka suF i V dva skupa, od kojih je prvi polje a drugi Abelova grupa u odnosu na operaciju
sabiranje. Elemente skupa- zovemoskalari, a elemente skupaV vektori. Na skupuF V de nisano
je preslikavanje: F V 7! V koje nazivamo mnaenje vektora skalarom. Ako ovo preslikavanje ima
sledece osobine:

() asocijativnost: (8; 2F)(8x2V) ( x)=( )x;

(i) distributivnost u odnosu na sabiranje vektora:(8 2 F)(8x;y 2 V) (x+y)= x+ .

!Linearna algebra ne govori o tomesta su vektori, vesta je sa njima moguce raditi.
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(iii) distributivnost u odnosu na sabiranje skalara:(8; 2 F)(8x 2V)( + )x= X+ X.

(iv) (8x2V) 1 x=x gde jel neutralni element iz F u odnosu na mnaenje;
kazemo da je V vektorski prostor nad poljemF i oznaavamo ga saV (F).

U vektorskom prostoru V (F) imamo de nisane dve operacije: sabiranje vektora i mnaenje vektora
skalarom. Zbog zatvorenosti, svaka linearna kombinacija proizvoljnog broja vektora i2v (F) je takode
vektor iz tog prostora. Pojam linearne kombinacija je bitna karakteristika vektorskog prostora: mae
se reci da je vektorski prostor svaki skup koji je zatvoren za linearne kombinacije, tj. koji sadei svaku
linearnu kombinaciju svojih elemenata.

Primer 1.1.4. Uredenen torke realnih brojeva. Za svaki prirodan a+b=(3,4)
broj n; vektorski prostor R" je de nisan kao skup svih realnihn torki b=(-1,3)- o

(13 20 ; n): One su uretkne, pa je redosled brojeva i; koje

nazivamo komponentama vektora, bitan. Dva vektora su jednaka

ako su mu jednake odgovarajice komponente: (1; 2; ; n) = a=(4,1)
(120 )y 1= 1, 2= 2, ; n= n Sabiranje vek- (0,0) 10

tora je de nisano sa

(12 v )+C 20 v n)=0 1+ 15 2+ 20 nt n); Slka 1.1 Veza prostora

. usmerenih dwi u ravni i R?.
a mnaenje skalarom sa

(120 5 a)=0 15 20 5 )

Nulti vektor je (0;0; ;0);ainverzniod( 1; 2; ; n)ie( 1, 2; ; n):Ovajprimer vektor-
skog prostora se obcno javlja pri resavanju sistema linearnih algebarskih ili diferencijalnih jednacina.
Ako nepoznate velcine objedinimo u jednun torku, tada umesto sistema odn spregnutih jedneaina
dobijamo jednu vektorsku. Familija usmerenih dwi (strelica) u trodimenzionalnom prostoru se izbo-
rom koordinatnog sistema i primenom konvencije da se svaka strelica prikazuje tako da joj je paetak
u koordinatnom paetku, svodi na prostor R® : uredene trojke su onda koordinate vrhova strelica.
Sleno je i u R? (slika I1): vektor u ravni zadat je parom koordinata.

Zadatak 1.1.1. Da li je skup svih usmerenih dwi sa paetkom u koordinatnom paetku i krajem u
prvom kvadrantu vektorski prostor?

Primer 1.1.5. Prostor uredenih n torki kompleksnih brojeva, C"; se de nse analogno, samo su
komponente vektora ; kompleksni brojevi.

Primer 1.1.6. Prostor matrica m n: Zam;n 1; skup svihm n realnih (ili kompleksnih) matrica
je vektorski prostor u odnosu na sabiranje matrica i mnaenje matrica realnim (kompleksnim) brojem i
oznaava se saR™ " (C™ ). On je potpuno analogan prostoru realnih (kompleksnih)n  torki, samo
su komponente, koje sada nazivamo matrcnim elementima, umesto u jednu, rasporeghe u nekoliko
vrsta, pa otuda njihove slcne oznake. Matrice se veomacesto koriste, npr. kod resavanja sistema
linearnih jednecina, za reprezentovanje linearnih preslikavanja, ali i u racunarskoj gra ci.
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Primer 1.1.7. Prostor polinoma stepena ne veceg och: SaP,(R); n 0 oznacavamo vektorski pro-
stor polinoma sa jednom realnom promenljivom, stepena koji nije veci odn: Neka je promenljiva
oznacena sax: Tada su elementi vektorskog prostora npr.P3(R) polinomi oblika 3x3+ >x2+ X+ o
pricemu su koe cijenti ; realni brojevi. Sabiranje i mnaenje skalarom se svode na sabiranje poli-
noma i mnaenje polinoma brojem. Primer linearne kombinacije vektora izP3(R) je prikazan na slici

—.
ez=x2
e=x
s 01=-0.67 _
——— 01,=0.46 &=1

e @ e (]2:0_14
e—— (1,=-(.06

y =0p€o+ 0 e+ e+ 03E53

Slika 1.2: Grak linearne kombinacije polinoma kao vektora iz prostora P3(R).

Zadatak 1.1.2. Da li je skup svih realnih polinoma stepenan vektorski prostor?

Zadatak 1.1.3. Da li je skup kompleksnih brojeva C; vektorski prostor na poljem realnih brojeva u
odnosu na sabiranje kompleksnih brojeva i mnaenje realnim brojem?

Zadatak 1.1.4. Polaaj tacaka na Zemlji je moglce opisati sa dva broja, geografskom sirinom i
dwinom. Na primer, u Knez Mihailovoj ulici obelezene su koordinate Beograda: 44 414" SGS,
20 27%4" I1GD. Da li je skup svih geografskih koordinata vektorski prostor?

Zadatak 1.1.5. Veina kolaca se pravi od relativno malog broja namirnica, npr. seer, brasno, maslac,
jaja, mleko itd. Vrsta kolaca zavisi od izbora i udela pojedinih namirnica, tj. ma@e se predstaviti kao
linearna kombinacija namirnica. Da li je, u tom smislu, skup svih kolaca vektorski prostor?

Posmatrajmo neki podskup W vektorskog prostoraV (F). Psto znamo da sabiramo i mnaimo
skalarom vektore iz ovog skupa, i on sam je vektorski prostor nad istim poljenF ako je zatvoren u
odnosu na te dve operacije.



Def. 1.3. Neprazan podskupVN vektorskog prostoraV (F) je potprostor,sto se oznaava kaoW <V,
ako zajedno sa svakim svojim parom vektora i y, sadei i svaku njihovu linearnu kombinaciju x+ v,
odnosno ako vai da:

Bx;y2W)(8; 2F) x+ y2W:

Primer 1.1.8. Prostor svih realnih polinoma: Videli smo da je skup P, (R), tj. svih polinoma mak-
simalnog stepenan sa realnim koe cijentima, vektorski prostor nad poljem R. Skup svih polinoma,
bez obzira na stepenP (R) = [ 1, Pn(R); je, takode, vektorski prostor. Svaki od prostoraPy(R) je
jedan potprostor u P (R):

Primer 1.1.9. Prostor neprekidnih funkcija: Ne postoji nstasto polinomecini pogodnijim kandida-
tima za vektorski prostor od ostalih neprekidnih funkcija. Zbir neprekidnih funkcija je neprekidna
funkcija, (f1 + f2)(x) = f1(x) + fao(x), a isto vai i za neprekidnu funkciju pomnaena brojem:
(f )x):= f (x). SaC(R) oznaavamo vektorski prostor svih neprekidnih funkcija realnog argu-
menta nad poliemR.

Primer 1.1.10. Prostor neprekidnih funkcija na segmentu: Nije cak neophodno ni da posmatramo
citav domen funkcije tj. celu realnu osu, vec je dovoljan i podskup, kao npr. segment [Q 1]: SaC([0; 1])
oznaavamo prostor neprekidnih funkcija na segmentu [01]: C([0;1]) nije potprostor od C(R) jer
funkcije neprekidne na segmentu [D1] ne moraju biti neprekidne na celoj realnoj osi. Takoek, dve
neprekidne funkcije koje su razlcite na R mogu biti jednake na [0 1]; na primer, funkcije f (x) = X i
g(x) = jxj su jednake na [Q1]: Medutim ako u C([0; 1]) izdvojimo skup funkcija koje su neprekidne
na celoj realnoj osi, dakle ne samo na segmentu, dobijamo potprostor G([0; 1]).

Zadatak 1.1.6. Za kvadratne m%trice (matrice tipa n n) je de nisana operacija trag kao zbir svih
elemenata na dijagonali: tiA = in:l aji; gde je saaj oznacen matrcni element matrice. Da li je
skup svih matrica nultog traga S= fAjA 2 R" "; trA = 0g potprostor od R" "?

dodati sve linearne kombinacije ovih vektora. Tako dobijeni skup naziva se lineal nad skupon® i
oznacava kao L(S). Jasno je da jeL(S) potprostor u V(F): konstruisan je tako da je zatvoren u
odnosu na linearne kombinacije.

Primer 1.1.11. Posmatrajmo skup koji sadei sve umncske nekog ksiranog vektora x iz R3, tj.

S=1f xj8 2 Rg. Ovaj skup je aigledno vektorski prostor nad poljem R jer je zatvoren na linearne
kombinacije. Zato je umesto gore date de nicije skupa dovoljno reci da jeS lineal nad skupom koji
je u nasem primeru jednalan fxg: S = L(fxQ).

Zadatak 1.1.7. Da li je mogwe da su lineali nad dva razltita skupa isti?



Primer 1.1.12. Parametarska jednaina prave: I(t)
Neka je u trodimenzionom prostoru data tacka
P; ciji je radijus vektor p, i vektor v; kojicemo
nazvati vektorom pravca (vidi sliku 0=3). Po- l:”/
stoji beskonano mnogo pravih koje prolaze kroz
tacku P; ali je samo jedna od njih paralelna sa
vektorom ¥: Oznacimo je sal: Radijus vektor pro-
izvoljne tacke na pravoj | se mae predstaviti kao Slika 1.3: Parametarska jednaina prave.
p+ tv gde jet tano jedan realan broj. Dakle,

proizvoljna tacka na pravoj | je de nisana real-

nom parametrom t; pa je parametarska jednaina pravel :

p I172) 1)

P

=
v

Y

f(t) = p+ tv:

Ako nam je potrebna jednacina prave | koja prolazi kroz dve tacke, npr. P i Qciji su radijus vektori
pi grespektivno, tada je v vektor koji spaja P i Q; pa je

M =p+tlea P=@1 p+ta

Ako parametar t interpretiramo kao vreme, tada je prava |l putanja objekta koji se u trenutku t =0
nalazi u tacki P; a utrenutku t =1 u tacki Q: Inae, u matematici, linearne kombinacije dva vektora
vi+ Vy; kod kojihje =1 nazivamo konveksnim kombinacijama

Na analogan nain je mogice napisati i jednacinu ravni. Ravan u R2 je de nisana sa dva linearno
nezavisna vektora pravcav; ti jednom tackom P koja pripada ravni. Njena parametarska jednaina,
tj. jednaina koja daje radijus vektor proizvoljne tacke u ravni, sadei dva realna parametara ti s, i
glasi: #(t;s) = p+ tv + sd. Konano, jasno je da sve ostaje isto i ako smo R": samo su svi vektori
sad iz tog prostora, a ne izR3.

t=0 t=0 t=0
t

© © ®© | O © 5 ©
A t A A
t=1 f4(x)=—x>—1 t=1 f1(x)=—x2—1 §=1 ~— f1(x)=—x>—1

/\ f,(x)=x>—1 f5(x)=x2—1 f,(x)=x2—1

Y(1)=(1-1)-(f1(x))+t-f5(x) L8 Y(t)=(1=1)- (f4(x))+t-f5(x) ) Y(t)=(1-1)- (f1(x))+1-f5(x)

Slika 1.4: lzrazi lica dobijeni parametrizacijom familije parabola.

Primer 1.1.13. Ideju formiranja konveksnih kombinacija je moglwce primeniti i na vektore iz drugih
vektorskih prostora, npr. na polinome. Na slicild, osmeh je animiran pomau konveksnih kombi-
nacija. Naime, oblik usta je prikazan kao gra k polinoma. "Najtwniji“izraz lica odgovara gra ku



funkcije f2(x) = x? 1; a "najradosniji"gra ku funkcije fq(x) = x? 1: Ostali simetrtni izrazi lica
se dobijaju konveksnim kombinacijama ekstremnih, pa njihova parametrizovana forma glasi:

ytx)=(@1 1) f1(x)+t fa(x):

1.1.2 Linearna nezavisnost vektora i bazis

Crigledno, vektorski prostor nad realnim ili kompleksnim poljem, sadei beskonacno mnogo vek-
tora. Koristeci opearacije de nisane u vektorskom prostoru vidimo da svaki podskup S genergse jedan
siri skup: L(S). U posebnim slicajevima podskup generse ceo prostor, te se prowcavanje prostora
mae svesti na prowcavanje takvog podskupa.

Bx2VE)N9 1;::5; n2F) x= iXi: (1.1)

Ako skup X zadovoljava gornji uslov ([X), keeemo da je on obrazujici .

Jasno je da to ustvari zneci da je L(X ) = V(F). Ako prairimo skup X takosto mu dodamo bilo
koji vektor koji je i sam linearna kombinacija vektora iz X aiglednocemo opet dobiti da je novi skup
X Otakode obrazujici. Zato trazimo da je X minimalan skup vektora za koje je ispunjen uslov [Z):
nijedan vektor iz X ne sme biti linearna kombinacija ostalih jer je on onda suvsan. Tako dolazimo
da pojma linearne zavisnosti/nezavisnosti vektora.

Def. 1.4. Skup vektoraS = fxi1;X»;:::;Xk0, gde jek 2 N, je linearno zavisan ako postoje skalari
1, 2;::1; n, takvi da je bar jedan od njih razlcit od nule, i za koje vazi da je:
X
iXi =0: (1.2)

i=1

U suprotnom, tj. ako je jedino resenje gornje jednakosti da su svi skalari jednaki nuli, kzemo da je
skup S linearno nezavisan

Iz de nicije je jasno da ako je S linearno zavisan, neki od vektora iz tog skupa se ma@e napisati

ako nijedan od njih ne ma@emo da predstavimo kao linearnu kombinaciju ostalih, vektori su linearno
nezavisni.

Zadatak 1.1.8. URS3,vektorix;= 1 0 0 ! iXxo= 7 0 O ! su linearno zavisni jer jex, = 7 X1,

aiy; = 1 1 07 | yo= 1 1 0 T nisu. Nadite bar js jedan vektor ys3 iz R® tako da skup
vektora Y = fyq;y2;y3g bude linearno nezavisan.



Primer 1.1.14. Pokaimo da je u prostoru P3(R) skup vektora M = fu; =1;up = X;Uz = X%, Ug =
x3g (tj. skup monoma) linearno nezavisan. Vektori iz skupaM_su linearno nezavisni ako ne postoji
nenulti skalari ;1 =1; ; 4 takvi da je zadovoljena jednakost i4=1 iuj =0: To je U nasem primeru
funkcionalna jednakost, tj. jednakost kod koje su na levoj i desnoj strani funkcije: i4:1 ixi 1=0:
Funkcionalna jednakost je zadovoljena ako su leva i desna strana jednake za sve vrednosti argumenta,

proveriti ispunjenost jednakosti za cetiri razlcite vrednosti argumenta. Neka, na primer, X uzima
vrednosti iz skupaf 1;0; 1;2g: Funkcionalna jednaina se tada svodi na sistem od cetiri algebarske
linearne jednacine:

1 2+t 3 4=

1t 2+ 3+ 4=
1+2 ,+4 3+8 4=0:
Ovaj sistem jednacina ima jedinstveno resenje: 1= 2= 3= 4 =0: Konano, pokazali smo da je
skup vektora M linearno nezavisan.

Zadatak 1.1.9. Pokazati da je u prostoru C(R) skup vektora T = fu; = 1;u» = sin X;U3 = COSX(
linearno nezavisan.

Jasno je da bazis nije jednoznacno odredn, tj. ima ih beskonano mnogo, ali broj vektora u bazisu
mora biti uvek isti i predstavlja dimenziju vektorskog prostora koju oznaavamo sa dim V (F). Ako
je broj vektora u bazisu konacan onda ka&emo da je vektorski prostorV (F) konanodimenzionalan.
Obtno, akozelimo da naglasimo ovucinjenicu dimenziju prostora n = dim V (F) dopsemo u indeksu:
Vh(F). U specijalnom slcaju kada je vektorski prostor trivijalan, tj. V = f0g, njegova dimezija je
jednaka nuli.

Da naglasimo, ako znamo koja je dimenzija prostora, znamo koliko vektora mora da sadei bazis.
Vektorski prostor V,(F) je jednak linealu nad proizvoljnim bazisnim skupom sa koe cijentima iz polja
F. Zato, ako smo nasli tacno n = dim V (F) linearno nezavisnih vektora, nije potrebno da proveravamo
da li je taj skup obrazujLci.

Primer 1.1.15. U prostoru F3, skup vektora

8 0 1 0 1 0 19
< 1 0 0 =
.el:@OA;ezz@lA;e.‘g:@oA.
' 0 0 1

cini jedan bazis. Ovaj bazis se nazivaapsolutni bazis Kako izgleda apsolutni bazis u prostoruF"?



Primer 1.1.16. U prostoru F"" apsolutni baziscine matrice Ej , tj. B = fEjji;j =1;:::;ng, koje
su de nisane tako da su im svi matrcni elementi jednaki nuli, osim matrcnog elementa na mestu ij :
on je jednak 1. Ovo se mae napisati i na sledeci nin: €ijj )pg = ip jq-

Zadatak 1.1.10. Pokazati da je skup monomaM = fv; = 1:vo = X;v3 = X% v4 = x3g jedan bazis u
prostoru P3(R).

Postoje i vektorski prostori koji nisu konanodimenzionalni 2. Bazis u takvom prostoru sadei
beskonano mnogo vektora (nije nizno ni da je prebrojiv). Na primer, u prostoru realnih polinoma
P(R), skup monoma proizvoljnog stepenacini jedan prebrojiv bazis:M = fx"j n 2 Ngg.

Primer 1.1.17. Skup svih neprekidnih funkcija koje su periodcne sa periodomT =2 , u kojem je
de nisano mnaenje realnim skalarom i sabiranje funkcija, aigledno takode ima strukturu vektor-

bazis u ovom prostoru.

Znaaj pojma bazisa se ogleda u mogicnosti da se ceo vektorski prostor zada samo bazisom, pa
da se ostali vektori dobiju kao linearne kombinacije bazisnih.

Def. 1.6. Neka jefxzi; :::; Xpng bazis un—dimenzionalgom vektorskom prostoruv,, (F) i neka je vektor
x 2 V(F) linearna kombinacija bazisnih vektora: x = i”:l iXi. Za skalare i; (i=1;:::;n) se kae
da sukoordinate (ili koe cijenti) vektora x u bazisufxs; :::; Xng.

Postavlja se pitanje da li su ove koordinate jedinstvene. Odgovor daje sledeca teorema.

Teorema 1.1. Svaki vektor iz prostoraV,(F) ima jedinstvene koordinate u datom ksiranom bazisu.

linearna kombinacija bazisnih vektora: x = = ., iX;. Pretpostavimo da sex pnaee izraziti ngao neka
druga linearna @mbinacija istih bazisnih vektora: x = [, ix;. Sledidaje L, ixi= [, iXj,
ondosno da je: i”:l( i i)xi = 0. Kako su bazisni vektor linearno nezavisni, znamo da je jedino
resenje ove jednxine: i=0zai=1;:::;n. Sledi da su koordinate vektorax u datom bazisu
jednoznane. Q.E.D.

Jasno je da oko promenimo bazis, na primer umesto bazisB = fxi; :::; Xng uzmeno novi bazis
BO= fx?; :::; xUg, koordinate vektora x ne moraju ostati iste. Onosto je sigurno je da ako jeB°6 B
sigurno postoje vektoricije su se koordinate promenile. Jedini vektor koji uvek ima iste koordinate,

bez obzira koji smo bazis uzabrali, je nulti vektor.

Primer 1.1.18. Dimenziona analiza: Razmotrimo ztcke veltine koje se koriste u mehanici: dwzina
I; masam; vreme t; brzina v; ubrzanje a; sila F; itd. Od svih tih veltina, samo prve tri fl;m;tg
su osnovne a ostale nazivamoizvedenim jer se mogu izraziti preko osnovnih. Osnovne velcine se
obcno obelezavaju velikim slovima, tj. fL;M; T g, a proizvoljna izvedena veltina se mae zapisati u
formi: [x] = L9%M 9%T%: pricemu navedeni tip izraza nazivamo dimenzijom zcke velcine. Primer
dimenzija mehanckih velcina su: [v] = LT % [V]= L3 [a = LT 2 [F]= MLT Z2: Na taj nain

2Beskonanodimenionalni vektorski prostori izlaze iz okvira ovog kursa.
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je svakoj zckoj veltini pridrizen vektor ( dp; dp; d3) koji nazivamo dimenzionim vektorom u bazisu
fL;M; T g: Mnazenje zckih velcina se svodi na sabiranje dimenzionih vektora. Ukoliko jedinice
osnovnih veltina, dwine, mase i vremena, zamenimo sa novim, skaliranim 1; »; 3 puta, tada se
brojna vrednost izvedene velcinex; promeni | % , % 5 9 pyta.

Skup veltina koju su uzete za osnovne je stvar konvencije (tfj. dogovora). Umesto skupéL; M; T g
mae se izabrati bilo koji skup od tri nezavisne velcine i proglasiti za osnovni. Sve ostale veltine
je opet moglce izraziti preko njih. Velcine kojima odgovara nulti dimenzioni vektor se nazivaju
bezdimenzionim. Osnovna teorema, tzv. Bakingemova teorema® na kojoj se zashiva primena
dimenzione analize, daje e kasan metod za odraganje skupa bezdimenzionih veltina.

Primer 1.1.19. Lagrarzev interpolacioni polinom:
lako je bazis monoma u prostoru polinoma najaigledniji,
cesto se koriste i drugi bazisi, a njihov izbor zavisi od
problema koji treba resiti. Razmotrimo sledeci pro-
blem u prostoru P3(R): Da li postoji polinom p 2
P3(R) ciji grak sadei (ili prolazi kroz) proizvoljne
cetiri tacke u ravni R2 : A; = (X1)Y1); Ay =
(X4;Y4) i ako postoji odrediti koji je to polinom? Ta-
kav polinom nazivamo Lagrarzev interpolacioni po-
linom.~ Ako bi “odredili cetiripolinoma  pi(x) 2 Slika 1.5: Interpolacioni polinom za tacke
P3(R);i = 1;2,3,4 za koje vai da je pi(Xj) = jj; Ap Ay Az Ag:

tada se trazeni polinom «igledno mae napisati kao

njihova linearna kombinacija:

p(x)

P(X) = y1p1(X) + y2p2(X) + Y3pa(X) + Yyapa(X):

Takodje, lako se pokazuje da su ovi polinomi linearno nezavisni, a kako ih imacetiri (fj. ba onoliko
kolika je dimenzija prostora P3(R)) onicine jedan bazis. Same polinomep;(x) je lako odrediti. Na
primer, polinom p; mora biti proporcionalan sa (X X2)(X X3)(X X4) jer su Xp; X3 i X4 nule ovog
polinoma. 1z uslovapi(x1) = 1, odredujemo i konstantu proporcionalnosti, pa sledi da je

(X X2)(X  X3)(X Xa)
X1 X2)(X1  X3)(X1  X4)

pa(Xx) = (

Analogno dobijamo i ostale elemente bazisa, koji se obtno nazivhdagrarzev bazis:

Y (X Xj) .

pi(x) = :
1] 4:j6i(Xi Xj)

Primer je ilustrovan na slici 3. Dobijeni interpolacioni polinom treceg stepena je jednoznano
odreden.

3Bakingemova teorema je ekvivalentna stavu o jednakosti ranga vrsta i ranga kolona proizvoljine matrice.
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Primer 1.1.20. U racunarskoj gra ci je jedan od osnovnih zadataka opis proizvoljnih krivih i povsi
parametarskim formulama. Obtno se glatke krive aproksimiraju polinomima. Ovaj problem je
moglce svesti na interpolacioni na sledeci nain. Neka je kriva opisana funkcijom f (x) u obla-
sti a X b: l1zdelimo interval [a;h] na n jednakih delova pomau n + 1 ekvidistantnih tacka
fx1 = a, ;Xp+1 = bg: Vrednosti funkcije f u tim tackama su fy; = f(X1);  ;Yn+1 = F (Xp+1)Q
Na taj nacin dobijamo n + 1 tacaka u ravni sa koordinatama ( X;;Yy;). Lagrarzevom interpolacionom
mazemo jednoznano odrediti polinom n stepena koji prolazi kroz te tacke. Medutim, ovakav nain
interpolacije ne daje uvek dobre rezultate, tj. dobijeni polinom ne aproksimira dobro datu krivu.
Kao primer, za funkciju f (x) = 1=(1 + 25x?), na slici CB su dati rezultati dobijeni Lagrarzevom
interpolacijom u oblasti 1 X 1 za razlcite vrednosti n. Vidimo da iako se interval deli na
sitnije delove, tj. povecanjem stepena intepolacionog polinomom, aproksimacija postajecak i Icija.
Sa povecanjem stepena polinoma, njegov gra k pri krajevima intervala postaje sve oscilatorniji i ta
pojava se naziva Rungeov fenomen. Interpolacija je nepodesna kod aproksimacije zbog togasto mala
promena pol@aja samo jedne od interpolacionih tacaka dovodi do znatne promene oblika celog gra ka.
Za e kasnu aproksimaciju je potrebno da promena polaaja jedne od intepolacionih tacaka jako malo
utce na oblik gra ka polinoma na celom intervalu ( a;b). Zato je primena Lagrarzeve interpolacije
veoma ograncena.

Slika 1.6: Grak funkcije f(x) = 1=(1 + 25x?) (plavo) i gra ci interpolacionih polinoma (crveno)
stepena 5 (levo), 6 (u sredini) i 8 (desno).

Primer 1.1.21. Bazis Ermitovih kubcnih splajn polinoma: Za aproksimaciju zadate funkcije nagexe
se koriste splajn funkcije. Neka je interval [c; d], na kome je zadata funkcijaf (x), podeljen nan po-
dintervala tackama fx; = ¢ X Xn+1 = dg. Unutar svakog [Xi;Xj+1] intervala funkciju

aproksimiramo polinomon, ali tako da je ukupna kriva koja se sastoji iz tih polinomialnih delova ne-
prekidno diferencijabilna, tj. klase C1, i da su njeni izvodi u tackama X; jednaki izvodima funkcije f .
Tako dobijena kriva naziva se polinomialna splajn funkcija. Razmotrimo slicaj kada su polinomijalni
delovi takvi da su to polinomi treceg stepena. Ermitova teorema tvrdi da za neprekidnu funkciju f (x)
na intervalu [a; b]; postoji jedinstveni polinom treceg stepena p(x), tako da vazi

p(@=f(@ ya pb)=FdO Vo
pPla)=fYa) va; pPAD=fAD) w:
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