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Mi smo studenti, nastavnici i saradnici Fizickog fakulteta Univerziteta u Beogradu, okupljeni sa
idejom da ponovo pokrenemo Casopis Fizis za sve ljubitelje fizike, koji je izlazio redovno pre
viSe od trideset godina. O istorijatu Casopisa Cete Citati u nekom od narednih izdanja, a sada vam
Zelimo dobrodoslicu i o¢ekujemo vase komentare i sugestije. PiSite nam na casopisfizis @ff.bg.ac.rs
i slobodno se pridruZite redakciji.
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1. Razgovor sa nauchikom

Kako prili¢i svakom novom pocetku, Zeleli smo da prvi intervju bude sa osobom koja je podrzala
ideju da oZivimo Casopis po kojem je na$ fakultet bio poznat godinama unazad. Lako moZete pogoditi
da je u pitanju dekan Fizickog fakulteta, prof. dr Ivan Belc¢a, koji ¢e nam reci nesto o istorijatu
casopisa, o svojim studentskim danima, studentskom organizovanju i razlikama u nacinu studiranja
pre vise od tri decenije i sada.

Fizis nekada i sada

Da li je casopis Fizis izlazio u vreme VaSeg studiranja? Koje teme su bile obuhvacene c¢asopisom?
Da li priZeljkujete neku od tih tema u novom ruhu?

Ja sam poceo da studiram 1984 god. i tada Fizis vise nije izlazio, a tada su mi bili
dostupni poslednji brojevi. Neke od njih sam dobio od profesora Dojcilovica koji je
dugo bio glavni i odgovorni urednik ¢asopisa...

Bilo je dosta razlicitih tema. Mene su interesovali ¢lanci iz istorije fizike, kao i tekstovi
koji su se bavili odnosom fizike i filozofije. MozZda bi trebalo da u jednom od novih
izdanja date pregled naslova iz starih brojeva, bar onih do kojih uspete da dodete, da
bi se stekao osecaj o tadasnjim i danasnjim aktuelnostima. Iz toga bi se moglo videti,
koliko smo stvarno od tog perioda napredovali.

Ko je od profesora i asistenata bio u urednistvu casopisa?
Od onih koje poznajem, u uredniStvu su bili profesor Milan Damnjanovi¢ i profesorka

Maja Buri€.

Anegdote iz studentskih dana

Danas imamo razne nacine komunikacije, preko telefona, elektronske poste do drustvenih mreza. . .
Kako ste vi komunicirali kao studenti?
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Posto sam studirao u drugoj polovini osamdesetih godina proSlog veka ondasnja
tehnologija je nametala i nacin komunikacije. Dakle, kada je u pitanju komunikaciona
tehnologija — jedino fiksni telefon. Internet je dosao kasnije na fakultet devedesetih
godina, kada sam ja bio asistent. Kada kaZete “komunikacija” to za mene ima pre
svega elektronski prizvuk — nesto kao razmena informacija na daljinu iako to nije tako
bukvalno. U to vreme smo se ustvari druZili. Provodili smo slobodno vreme izmedu
predavanja ili u razgovorima u studentskom klubu ili ¢ak u Studentskom parku. Mnogo
vremena je proslo, pa je sa ove vremenske distance doba bez elektronske komunikacije,
ali sa direktnim kontaktom i razgovorom, mozda imalo humaniji oblik komunikacije.

Da li nam moZete reci nesto o studentskom organizovanju u periodu kada ste studirali? Koje su
bile najpopularnije vannastavne aktivnosti?

Tadasnji Savez studenata, mislim da se to tako zvalo, stvarno je okupljao sve studente i
pripadnost toj organizaciji znacila je povlastice kada su u pitanju razli¢iti aspekti stu-
dentskog Zivota, poput putovanja, sporta, ishrane, kulturnih manifestacija... Povlaséene
cene za studente su stvarno omogucéavale bogat studentski Zivot.

Medutim, paralelno su Zivele i studenske organizacije koje su bile prepletene sa par-
tijskim strukturama, pa sam ih izbegavao u Sirokom luku. Naime, iako smo bili u to
vreme pri kraju socijalistickog samoupravljanja, ¢ini mi se da je to bio zvani¢an naziv,
jo$ uvek su svi oblici organizacije nosili taj pecat. Sto se ti¢e vannastavnih aktivnosti u
svom okrZenju sam imao dosta kolega koji su se bavili sportom. Cesto smo odlazili na
basket ili na fudbal jedanput-dvaput nedeljno. Kad razmisljam o tome moZda smo imali
srece Sto je elektronska komunikacija (internet) tek bila u zacetku.

Da li moZete da podelite sa nama neku anegdotu iz studentskih dana?

Socijalogiju je na PMF-u drzala i Mira Markovié, samo par godina kasnije smo je znali
kao suprugu predsednika drzave Slobodana MiloSevi¢a. Zapala je najoj generaciji. Zbog
nje je to bio jedan od skoro omraZenih predmeta na drugoj godini fizike. Predavanja
su bila naporna i jednoli¢na, pogotovo deo iz njene knjige. Cinilo se da morag biti
mazohista da bi je procitao, ali jedno ispitno pitanje je bilo bas iz njene knjige. Mnogi
od nas su izlazili na taj ispit samo da produ, nije bila vaZzna ocena. Ja sam na ispit izaSao
sa kolegom, inace izvanrednim fizicarem, danas je u Kanadi na nekom univerzitetu.
Inace je on jedna od Zivopisnijih li¢nosti koje poznajem. Kao i ja, tesko je prisustvovao
¢asovima Mire Markovi€ i jo§ teZe pripremao ispit iz suvoparne i po naSem misljenju
potpuno nepotrebne knjige. Bilo kako bilo, uzeli smo ceduljice sa pitanjima i seli da
piSemo koncept u obliku teza. Po redosledu je kolega trebalo da odgovara pre mene. U
svom maniru odgovore na pitanja je davao uz duhovite i pomalo izazovne komentare,
dok je profesorka Markovi¢ nezainteresovano gledala kroz njega, i eventualno mehanicki
klimala glavom. ProSao je, ona je ocenu upisala u indeks, a ja sam krenuo prema katedri,
dok je moj kolega krenuo ka vratima. Zatim, moZda par metara iza profesorkinih leda
demonostrativno Sutnu njenu knjigu. Listovi su poleteli na sve strane, neki ¢ak do njenih
nogu a on je mirno izasao napolje. Ja sam se sledio i tako ukrucen seo ispred katedre.
Neko je skupljao listove iz knjige po ucionici. Na licu profesorke Markovi¢ nije se
pomerio ni jedan misi¢. Taj ispit sam prosao i ja. Nazalost, to nije jedini ispit koji je
polagao neposredno pre mene...
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Pogled u buduc¢nost

Iz secanja na studentske dane, vraéamo se na trenutnu situaciju i ne moZzemo da presko¢imo da ne
pitamo profesora o obavezama koje ima kao dekan i o pogledima na studiranje danas.
Da li je tesko biti dekan FF? Sta Vam oduzima najvise vremena?

Odgovor je naravno prilicno subjektivan. S jedne strane, jasno je da je to velika Cast,
jer se na to mesto dolazi zahvaljujuéi poverenju kolega, a sa druge strane najteze je
opravdati to poverenje. Ovo pre svega nije uobicajni upravljacki administrativni posao,
jer fakultet nije fabrika ili nekakva firma. Vrlo tezak deo je usaglaSavanje razlicitih
misljenja nastavnika i nau¢nika u ostvarivanju zajednickih ciljeva vezanih za sadasnjost
i buduénost Fizi¢kog fakulteta. Verovatno mi to i jeste najteZe. Na fakultetu rade ljudi
visoke inteligencije, ljudi sa intelektualnim i nau¢nim integritetom, a rukovodstvo treba
da donosi odluke koje taj integritet ne dovodi u pitanje, a pogotovo ne sme da vreda
dostojanstvo i osecanja zaposlenih. Tako ja to vidim, a da li uspevam...

Koliko Vam je tesko pala organizacija prethodnog semestra?

Svi dekani na Beogradskom univerzitetu su imali teZak posao u organizovanju rada
fakulteta u vreme epidemije. Potrebno je obezbediti resurse i infrastrukturu za online
nastavu, skoro potpuno reogranizovati rad... Naravno, veliki deo toga odraduju upravo
nastavnici i saradnici svesni da fakultet mora da radi u svim uslovima. To je nuznost,
ali 1 izazov. U svakom slucaju §to se ti¢e upravljanja fakultetom dekan je nemocan
bez prodekana i direktora instituta, kao i administracije fakulteta. Svi oni preuzimaju
najveéi deo tereta upravljanja.

Kako vidite nas fakultet i studiranje za deset godina?

Poslednjih decenija svedoci smo neprestanog moralnog posrtanja u drustvu i stalne
degradacije vrhunskih institucija u ovoj zemlji. To verovatno nije lokalni problem, ali u
Srbiji koja u poslednjih 30 godina trpi tektonske poremecaje, neke vazne institucije i
ustanove su doZivele velike promene i gubitke. Univerzitet je moZda najvecu transfor-
maciju doziveo uvodenjem ,,Bolonje*. Razli¢iti su nacini na koji su se fakulteti ukljucili
u proces “bolonjizacije”. Neki su ¢ini mi se uradili to vrlo uspesno, a ¢ini mi se da na
naSem fakultetu ima jo§ prostora za izmene. U svakom slu¢aju moramo u najkraem
mogucéem roku da se dogovorimo oko modela razvoja fakulteta i da postavimo Cvrste
principe od koji ne treba odstupati. Tako bi dosli do prepoznatljivosti svakog od smerova
na fakultetu. Mislim da smerovi Teorijska i eksperimentalna fizika kao i Meteorologija
moZda treba da doZive manje promene, ali potrebna je rekonstrukcija Primenjene i kom-
pjuterske fizike. To bi trebalo da postane jasan smer koji potpunom izborno$éu i stalnim
pracenjem trendova treba da postane adaptibilan i u svakom trenutku konkurentan na
trziStu. Da nakon zavrSenih master studija daje fiziCare sa znanjima iz specifi¢nih oblasti
kao $to su medicinska fizika, biofizika, fotonika, kompjuterska fizika, metrologija,...

Mozda najvece izmene treba uvesti u smer OpsSta fizika. Treba da ga shvatimo kao
najvazniji smer koji formira ljude odgovorne za obrazovanje dece i njihovu kasniju
orjentaciju i afinitet ka fizici. Studenti ovog smera pored fizike moraju da steknu i
posebne vestine i znanja koja ¢e im omoguditi da lako prenesu fizicarski duh i pridobiju
decu za ovako specifi¢an nacin razmisljanja. Zato smer treba optimizovati i napraviti
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dobar balans izmedu fizike, pedagosko-psiholoskih predmeta i ostaviti viSe prostora
za ucenje najmodernijih metoda transfera znanja, kori§¢enja i projektovanja modernih
ucila — fizickih eksperimenta. Ove nastavne godine nam predstoji akreditacija koju
moramo iskoristiti da postignemo ove ciljeve. Treba imati u vidu da e se rezultati ovih
promena uociti tek za pet godina, a stvarni ucinak ¢emo videti tek za deset godina. Zato
treba biti paZljiv.

I na samom kraju, da li imate nesto da porucite urednicima Fizisa? MoZda predlog za neku
buducu rubriku.

Radujem se novom Casopisu i nadam se da ovog puta nece biti pauza u radu. Mozda
bi jedan ¢lanak trebalo da bude posvecen istorijatu casopisa. Imam mnogo ideja za
rubrike, ali mozda nesto $to bi bilo interesantno i pou¢no za mlade nauc¢nike: detaljno
seciranje procesa pisanja nau¢nog rada za medunarodni Casopis i to iz svake oblasti
fizike koju negujemo na fakultetu. Mozda bi bila korisna i rubrika posvecena katedrama
na naSem fakultetu, a i da sve oblasti osnovnih studija budu pokrivene ukoliko za to ima
materijala. Istovremeno bi to bila i reklama za fakultet.

Razgovor vodila Aleksandra Dimié, nau¢na saradnica FF.



2.1

2. Naucni kutak: Rotacije i kvaternioni

Opis kretanja krutog tela svodi se na translatorno kretanje koordinatnog pocetka sistema vezanog
za kruto telo i rotaciono kretanje koje opisuje relativnu promenu osa pokretnog sistema u odnosu
na nepokretni. Rotacija je troparametarska linearna transformacija koju najcesce reprezentujemo
matri¢no. Postoje i drugai nacini reprezontavanja rotacije, a jedan od njih je uz pomo¢ kvaterniona.
Kvaternioni su uopstenje imaginarnih brojeva i omogucavaju da se rotacije prikazu u saZetijoj formi.

Uvod

U svojim ¢uvenim lekcijama [1] Ri¢ard Fajnman kaZe da je Ojlerova formula
e'? = cos @ +ising@

najznacajnija u matematici. Naziva je pravim draguljom, jer omogucava da se poveZu geometrija
i algebra. Neka su Dekartove koordinate tacke .7 u ravni (x,y). Ovoj tacki moZemo pridruZiti
komplekan broj .7 +— z = x+1iy. Predemo li na polarne koordinate r (radijalna koordinata) i ¢
(azimutalni ugao) pomocu Ojlerove formule kompleksan broj moZemo da prikaZzemo u polarnoj
formi

z=rcosQ+irsin@ = r(cos@+ising) = re'?.

Ovaj zapis omogucava da se na jednostavan nacin prikazu rotacije. Naime, pretpostavimo da tacku
 rotiramo oko koordinatnog pocetka za ugao o. Dobijamo novu tacku .7’ kojoj odgovara nov
kompleksan broj ¢ija je radijalna koordinata nepromenjena, a azmutalni ugao je poveéan za ugao
rotacije :

Poslednja formula nam kaZe da se rotacija tacke u ravni svodi na mnoZenje faznim faktorom. Iz
nje lako moZzemo da dobijemo Dekartove koordinate rotirane tacke (x',y’) izraZene preko starih
koordinata i ugla rotacije:

7 = X +iy =ze'% = (x+iy)(cosa+isina)

= (xcoso—ysina)+i(xsino+ycosa),
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Slika 2.1: Brum BridZ u Dablinu, mesto
na kome je Vilijam Hamilton otkrio
pravila mnoZenja kvaterniona. Tu je i
ploca na kojoj pise: Here as he walked
by on the 16th of October 1843 Sir
William Rowan Hamilton in a flash of
genius discovered the fundamental for-
mula for quaternion multiplication

==k =ijk=—1

& cut it on a stone of this bridge.

iz Cega slede dobro poznate formule za koordinate tacke nakon rotacije:
x =xcosa —ysina, Yy =xsina+ycosa.

Dakle, rotacija u ravni je odredena s jednim parametrom i za reprezentovanje ove transformacije su
nam dovoljni kompleksni brojevi. To je oCekivano jer je ravan dvodimenzionalna, a i kompleksni
brojevi su zadati preko dva realna broja. U tri dimenzije stvari su malo komplikovanije. Pre svega,
rotacija u prostoru je odredena s tri parametra koji se mogu izabrati na razli¢ite nacine, a mozda
najjednostavniji je ako zadamo osu rotacije (koja je odredena pravcem, odnosno ortom koji je
odreden s dva parametra) i ugao rotacije (jo$ jedan parametar). Ali ono $to je zanimljivo, ispostavilo
se da je za opis rotacije u tri dimenzije neophodno stvari posmatrati u "Cetvorodimenzionalnom"
uopstenju kompleksne ravni. Tacke u tom prostoru su nova vrsta brojeva, tzv. kvaternioni.

Kvaternione je otkrio Vilijam Hamilton, oktobra 1842. godine. On je tih dana intenzivno
razmi$ljao o nacinu kako da mnozZenjem uopStenih kompleksnih brojeva dobije reprezentaciju
rotacija u prostoru. Poku$avao je da uopsti kompleksnu ravan s jo§ jednom imaginarnon koordinatom
i nikako nije uspevao da dobije rotaciju. A onda mu je, dok je sa svojom suprugom prelazio
Brum BridZ u Dablinu, sinula genijalna ideja da uvede ne jo$ jednu, nego dve dodatne imaginarne
koordinate, odnosno da stvari gleda u ¢etvorodimenzionalnom prostoru. To ga je toliko uzbudilo da
je u kamenu mosta ucrtao kako se mnoZe brojevi koji odreduju ponasanje kvaterniona i, j, k:

=i =Kk*=ijk=—1. 2.1)
Hamiltonova Skrabotina se vremenom izbrisala, ali je na mestu gde je stajala postavljena ploca u

Cast tog svetlog trenutka u istoriji nauke (Slika 2.1).

Kvaternioni

Kvaternion Q je uredena Cetvorka relanih brojeva ¢; € R, i = 0,1,2,3. Postoji nekoliko nacina
oznacavanja kvaterniona i svaki ima svoje prednosti i mane. Hamilton ih je pisao na sledeci nacin

0=qo+iq1+jq +kgs.
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Pri tome se brojevi i, j, k mnoze kao $to je dato u jednacinama (2.1) iz Cega sledi i:

ij=k, ji=—k,
ik =i, kj=—i, (2.2)
ki=j, ik=—j.

Kvaternione moZemo posmatrati i kao vektore koji imaju Cetiri komponente:

q0

_ q1
Q q

q3

Analogno kao $to smo kod kompleksnog broja definisali realni deo ovde imamo da je Re Q = ¢j.
Imaginarni deo kvaterniona je vektor sa tri komponente

q1
ImQ: q>2 :Zj.
q3

tako da se kvaternion moze zapisati kao Q = (ReQ,ImQ) = (qo,4). Realni i imaginarni delovi
kvaterniona se nekad nazivaju skalarni i vektorski respektivno.

Konjugovanje se definiSe analogno kao kod kompleksnih brojeva, kao operacija koja ne deluje
na realne brojeve, a imaginarnim brojevima menja znak

1F=1, i"=—i, j*=-j, K=-k

paje 0* = (ReQ,~ImQ).
MnoZenjem dva kvaterniona dobija se novi kvaternion. Podemo li od Hamiltonovog zapisa, lako
dobijamo pravilo mnoZenja:

OP = (qo+iqi+jq2+kq3)(po+ip1+jp2+kps3)
= (qopo—q1p1 — q2p2— q3p3) +i(q1po + qop1 + @203 — q3p2)
+j(g2po+qop2 +q3p1 — q1p3) +k(q3po + qops +q1p2 — q2p1), (2.3)

Sto se moZe napisati i u slede¢em obliku
(90,4)(po,P) = (qopo — G- P,qoP + pod + G X P).
Defini§imo kvadrat norme kvaterniona kao |Q|> = Q*Q. Lako se vidi da je ovaj proizvod realan broj
OF = (40, ~4)(q0,4) = (46 +33,0) = g5+ 41 + 43 + 45,
daje
|PO| = |P[|Q]
i da vazi
Sad kada smo definisali kvaternione i videli neke njihove osobine, podseti¢emo se konacnih rotacija
tacke u prostoru.
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Slika 2.2: Rotacija oko fiksne ose 7i za ugao o.
Ovde su prikazani pocetni vektor 7, rotiran
vektor 7, pomocni vektori vy, v, i V3 kao i
ravan normalna na osu rotacije. Izvodenje
Rodrigezove formule je opisano u tekstu.

Konacna rotacija u prostoru

Neka je 7 vektor polozaja Cestice u odnosu na pol O kroz koji prolazi osa rotacije odredena jedini¢nim
vektorom 7. Nakon rotacije za ugao « radijus vektor Cestice je 7. Vezu izmedu ovih vektora lako
moZemo da vidimo ako pogledamo sliku 2.2. Najpre uo¢avamo da je ¥ = (7-#)ii + v, kao i da je
Vo =Vicosa + Vssina. Dalje su vy =7— (F-#)ii i V3 =V xii = (F— (F-#)id) x i = F X ii. Stoga je

=/

(F-A)i+

(F-")ii+Vicosa+v3sino

= (F-n)a+ (F—(F-n)i)cosa+ (Fxi)sino

= TFcosa+ (F-i)i(l —cosa)+ (Fx i) sino 2.4

Ovo je Rodrigezova formula, koja opisuje promenu poloZaja Cestice pri konacnoj rotaciji. Sad ¢emo
da vidimo kako se ista formula moze dobiti pomoéu kvaterniona.

Pridruzimo radijus vektoru poloZaja Cestice 7 kvaternion R = (0, 7). Rotaciju ¢emo reprezentovati
mnoZenjem kvaterniona. PoSto rotacija ne menja normu vektora, nakon rotacije oekujemo da
dobijemo kvadrivektor istog oblika R’ = (0,7) i iste norme. Prema tome, kvaternion kojim mnozimo
mora da ima jedini¢énu normu. Taj kvaternion treba da ima tri parametra koji ga odreduju, bas
kao i rotacija koju Zelimo da opisemo. Opsti oblik jedini¢nog kvaterniona je Q = (cos¢,7ising).
Ispostavlja se da je potrebno usendviciti kvaternion polozaja s Q" i Q da bi se nakon mnoZenja dobio

kvaternion ¢iji je realni deo nula. Dakle, pogledajmo ¢emu je jednak proizvod:

Q'RQ = (cos¢,—7ising)(0,7)(cos@,iising)
= (0,7cos ¢ +2sin@ cos ¢ (¥ x ii) +sin® ¢ (7 - )i — ii x (7 x 7))
= (0,Fcos2¢ + (F-i)rA(1 —cos2¢) + (F x #)sin2¢) (2.5)
Porededéi jednacine (2.4) i (2.5) vidimo reSenje. Potrebno je samo da izaberemo ¢ = a /2. Time
dobijamo reprezentaciju rotacije pomocu kvaterniona. Ako je 7 ort ose i & ugao rotacije, potrebno

. . . o o = o P .. X -
je da formiramo kvaternion Q = (cos %,7isin 5 ) uz pomo¢ kojeg se rotacija reprezentuje na sledeci
nacin:

R = Q*RQ. (2.6)
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Razmotrimo detaljnije izraz

a . . . o
2 + (nci+nyj+n k) sin >

Ovde su ny, ny i n, komponente orta rotacije. Ovaj kvaternion se moZe napisati u formi koja
predstavlja uopstenje Ojlerove formule:

(04 (04
0= (cos E,ESin§> = cos

elitnj+nk)¢ _ ¢ ¢ + (nyi+nyj+n,k)sing. 2.7

[Dokaz formule (2.7)] Uopstenje Ojlerove formule (2.7) najlakSe se dokazuje koristeéi razvoj u
red eksponencijalne funkcije i osobine kvaterniona (2.2).

e(nxi+nyj+nzk)¢ — ZO ' nx1+nyJ+nzk) ¢n

n=|

_ i nx1+nyJ +n. k)" o i (nyi+ny] +nzk)2n+l¢2n+l
= )! = (2n+1)!
IzraCunajmo najpre
(nyi+ny] +n.k)? = n?i? —i—nyj —l—n?k2
+neny(1j+ji) +nenz (ik+ki) +nyn; (jk+kj)
= —17

pa je
(nei+nyj+n.k)*" = (—1)",

(nyi4nyj+n k)" = (= 1)"(nyi4nyj+n.k).
Dakle, sad je

. . hod 1 o ( l)n
(nyi+nyj+nkK)o _ - 2n+1
e ) = (nyi+nyj+n.k —_

= S(j) (nx1+ny]—|—nz k)sing,

Sto je i trebalo dokazati.
Uopstenje Ojlerove formule nam omoguéava da na jos jedan nacin vidimo rotaciju u trodimen-
zionalnom prostoru. Relaciju (2.6) sad prepisujemo u formi

X ity j+7 k= e (itmitnds (i iy k)elnitmitnk)s

Da bismo videli kako ovo sve funkcioniSe, pogledajmo jedan konkretan primer. Neka je zadat radijus
vektor 7 = 2¢, + 3¢, — 4¢,. Rotirajmo taj vektor za o = 60° oko ose koja prolazi kroz koordinatni
pocetak i ima pravac 7i = (3¢, +4¢é,)/5. Najpre formiramo

3i+4j 5vV/3+3i+4j
Q:COS3OO+$Sin3OO:@.
5 10
Komponente rotiranog vektora dobijamo
5vV/3—-3i—4j 5vV/3+3i+4j
ity j+ik = \fl()lj(2i+3j_4k)\[—’iol—’_]

524403 . 147—60v3. —20—+/3
i+ i+ k,
25 50 10
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pa je vektor posle rotacije

L, 524403 147-60V3, —20—+/3,
7= éc+ éy é;.
25 50 10

Vratimo se sad opStim razmatranjima osobina kvaternionske reprezentacije za rotaciju. Posto je
Q kvaternion jedini¢ne norme Q*Q = 1, vidimo i kako se dobija inverzna transformacija

R = QR Q" (2.8)

Ako uvedemo nov kvaternion Q = Q* = (cos ¢, —iisin¢), on o¢igledno opisuje inverznu rotaciju i
vaZzi isti zakon transformacije kao u (2.6):

R=0'RO.
Pogledajmo kako u formalizmu kvaterniona izgleda reprezentacija preko Ojlerovih uglova [2;
3]. Kao $to je dobro poznato, rotacija moZe da se opiSe pomocu tri Ojlerova ugla ¢, 6 i y. Ukupna
rotacija je kompozicija tri rotacije, pa se kvaternion koji opisuje odgovarajucu rotaciju moze videti
kao proizvod tri kvaternionona
4 Y v, )
2

0 7]
Qpo.y = Qfcos g, sin —&,)Q(cos > sin ng)Q(COS X sin X

_ ?  in? 0., .0 Y ain?
= (cos2 +ksm2) (cos2 +1sm2> (cos > +ksin 2)

0 0
= cosicos(pgw—kisinacos 5
.. 6 — 0 . o+vy
+ Js1n§s1n > +kcos§sm > (2.9)

Ovde vidimo prednost kvaterniona u odnosu na matri¢nu reprezentaciju rotacije — jednacina (2.9)
sadrzi istu informaciju kao i matrica reprezentacije rotacije preko Ojlerovih uglova

-y

cos (cos Y — sin ¢ cos 0 sin Y sin@cosy+cos@cosOsiny  sin@siny
R=| —cos@siny—sin@cosfcosy —sin@siny+cos@cosBcosy sinbcosy |,
sin @ sin 6 —cos @ sin 0 cos 0

ali je od nje dosta kompaktnija i jednostavnija. Odatle dolazi i prakti¢na korist kvaternionske
reprezentacije rotacije, pomocu nje se lakSe racuna zbog Cega se ona koristi kad je potrebno brzo
odredivanje poloZaja tela posle rotacije, kao npr. u robotici [4], programiranju kompjuterskih igara,
navigaciji. . .

Ugaona brzina reprezentovana kvaternionima

PotraZimo kako se preko kvaterniona moZe reprezentovati ugaona brzina. Pretpostavimo da imamo
dva koordinatna sistema: laboratorijski sistem S i sistem vezan za kruto telo S’. Radi jednostavnosti,
prodiskutova¢emo kretanje krutog tela oko nepokretne tacke O. U tu tacku ¢emo postaviti koordi-
natne pocetke oba koordinatna sistema. Brzina tacke krutog tela se svodi na Cistu rotaciju i jednaka
je

V=0 XT7,
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gde je @ ugaona brzina rotacije sistema S’ u odnosu na S. Polozaj tatke krutog tela 7 moZe da se
opi$e i kvaternionom poloZaja R = (0, 7). Ista tacka se u sistemu krutog tela opisuje s R’ = (0,7).
Dva koordinatna sistema su povezani jednom rotacijom, a nju ¢emo opisati kvaternionima. Dakle,
postoji jedini¢ni kvaternion Q koji povezuje R i R’ i on se menja u vremenu, jer sistem S’ rotira.

R=QR'Q*, R =Q'RQ.
Potrazimo izvod po vremenu prve od prethodne dve jednacine:
R — QR/Q* + QR,Q.*.

Ovde smo iskoristili Lajbnicovo pravilo koje vaZzi i za proizvod kvaterniona, kao i ¢injenicu da je u
nepokretnom sistemu R’ = 0. Dalje je

R=QQ"ROQ" +QQ"ROQ" = QO*R+RQQ".
Pogledajmo veli¢inu A = QQ*. Pre svega, vidimo da je A* = QQ*. Zatim
A= 00" = (40,9) (90.—G) = (dog0+G -G, —GoG +q0G — G < G) = (0,7L> :

Realni deo kvaterniona A je 0, jer se norma od Q ne menja pa je gogo + g - § = 0. Imaginarni deo
ovog kvaterniona smo oznacili s A i sad ¢emo videti ¢emu je jednak taj vektor.

R=AR+RA* = (0,1)(0,7) + (0,7)(0,—1) =24 x 7.
S druge strane je R = (0,7), pa je

EX - 5 e 2 1,
r:a)xr:Z}»xr:>)L:§a).

Dakle, vektorski deo kvaterniona A je polovina ugaone brzine, odakle se namece da uvedemo i
kvaternion ugaone brzine

Q= (0,) =2(0,1) =200". (2.10)
U sopstvenom sistemu kvaternion ugaone brzine Ce biti

Q'=0'Q0 =20"00"0 =20"0. 2.11)

Slika 2.3: Tri koordinatna sistema Sp, Sp 1
S>. Na slici su prikazani i kvaternioni koji
rotacijom prevode jedan sistem u drugi.

Ova reprezentacija ugaone brzine omogucéava da lako izvedemo jedan poznat rezultat: da se
ugaone brzine sabiraju kao vektori ako su izrazene u istom referentnom sistemu. Razmotrimo tri
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referentna sistema: inercijalni sistem Sy, neinercijalni sistem S; i sistem vezan za kruto telo S,.
PoloZaj jedne tacke posmatramo iz ova tri sistema i opisujemo je s tri kvaterniona Ry, R; i R».
Ova tri kvaterniona su povezani rotacijama. Rotacija sistema S,, u odnosu na sistem S, opisana je
kvaternionom Q,,, kao §to je prikazano na slici 2.3 (m,n = 0,1,2). Stoga moZemo da piSemo:

Ry = QyRoQo1, R = 01,R1012, R> = QpR0Q02,
iz Cega sledi

On = Q01012- (2.12)

Oznacimo s Qﬁ,:l,), = (0, 6),51”,2) kvaternion ugaone brzine, koji opisuje rotaciju sistema S, u odnosu na

S izrazeno u sistemu S,,. Koristeéi (2.11) i (2.12) dobijamo:

o = 205,00
d(Q01012)

= 2(Q01Q12)*T

= 2071,061(001012+ 001 012)
= 2071,00001012+20},012
= 0100 +a)
- a el
Ako pogledamo vektorski deo poslednje jednacine, dobiéemo Zeljeni rezultat za vektore ugaone

brzine:

L2) _ =(2), =
(gz) :w(gl)+wl(2)'

Matricna reprezentacija kvaterniona

Postoji jedna osobina kvaterniona koja nam omoguéava da razumemo zasto kvatenioni mogu da
opiSu rotacije - njih je moguce povezati s rotacionom grupom. Sad ¢emo da vidimo kako se dobija ta
veza.

Poznato je da je kompleksne brojeve moguée opisati preko matrica: ako imamo kompleksan broj
njega moZemo da reprezentujemo 2 X 2 realnom matricom

. < a —b >
z=a+ib— .
b a
Lako se vidi da matricno mnoZenje reprodukuje mnoZenje kompleksnih brojeva. Kompleksno
konjugovanje kompleksnog broja se vidi kao transponovanje matrice, dok je kvadrat norme kom-

pleksnog broja determinanta matrice. Sli¢no je i kod kvaterniona, koji se mogu reprezentovati 2 x 2
kompleksnom matricom

- a+ib c+id
Q-a+1b+]c+kd—><_c+id L >

Ova matrica se moZe napisati u obliku

a+id c+ib\ _ (1 0\ (0 1Y, [0 =i\, (1 0
<—c+ib a—id>_a(0 1)+b1<1 0)+Cl(i 0 >+d1<o —1>’



2.5 Matricna reprezentacija kvaterniona 17

iz Cega se vidi da je ta matrica linearna kombinacija {I,101,102,103}, gde su o; Paulijeve matrice,
koje su generatori su(2) algebre, ¢ijim se eksponenciranjem dobija SU(2) grupa koja je izomorfna s
rotacionom SO(3) grupom. Inace, ovo nije jedini nacin da se kvaternioni reprezentuju matri¢no [5].
Upoznali smo se s kvaternionima i videli kako se pomocu kvaterniona reprezentuje rotacija. Ovo
nije jedini zanimljiv nacin da se opiSe rotacija. Isto tako, ovo nije jedini nacin da se kvaternioni
iskoriste za opis poznatih fizickih situacija: oni su zgodna alatka za opis nekih sloZenijih grupa
(Lorencova, Poenkareova, Desiterova, Antidesiterova...). Posebno su zanimljive rotacije u veCem
broju prostornih dimenzija i primena u specijalnoj teoriji relativnosti [6]. Takode, postoji uopstenje
kvaterniona — oktonioni, koji takode imaju primenu u fizici. Ovde je razmotrena kinematika rotacije
opisana kvaternionima. Sledeéi korak bi mogao da bude proucavanje dinamike u okviru istog
formalizma, §to zainteresovani ¢italac moZe uraditi sam, ili naéi reSenje u literaturi koja je navedena
ispod [7].
[Ukratko]
1. Kvaternioni su uopstenje kompelsnih brojeva. Kvaternion Q se mozZe reprezentovati kao
0 =qo+iq1 +jq2+kgsz, gde su i, j ik elementi algebre kvaterniona koji zadovoljavaju
==K =ijk=—1.
2. Pomocu kvaterniona moZe se reprezentovati rotacija u prostoru. Ako je 7 ort ose i & ugao
rotacije onda su koordinate tacke (x,y,z) nakon rotacije (x’,y’,7') i one se dobijaju preko:

x'i+y'j +Z/k:e—(nxi—l-n,j-i-nzk)%(xi_i_yj +zk)e(n"i+n”j+nzk)%.

3. Kvaternion ugaone brzine sistema S’ koji se kreée u odnosu na sistem S, sa stanoviSta posma-
traca S je
Q=200"
gde je Q kvaternion koji opisuje prelaz s koordinata sistema S u koordinate sistema S’

4. Kvaternionska reprezentacija rotacije je kompakta i omogucava brzo odredivanje koordinata
radijus vektora nakon rotacije.
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3.1

(3. Fizika u neke druge svrhe

Fizika i arheologija

Kao sto ve¢ mnogi od vas znaju, arheologija je naucna disciplina koja se bavi izu¢avanjem mater-
ijalnih ostataka. Problem je u tome §to materijalni ostaci ne dolaze sa datumom proizvodnje na
nekom vidljivom mestu. Period iz kojeg potice neki predmet nam je vaZan zato $to nam pomaze da
sklopimo kockice i stavimo u odredeni kontekst deli¢ koji imamo u rukama i kasnije ga analiziramo
u Sirem kontekstu, kao deo slagalice.

Nadam se da ste zastali kod naslova ove rubrike i da ve¢ postaljate pitanja. Kako fizika moze da
pomogne i resi ovaj problem? Odgovor najcesce pronalazimo kada se usresdsredimo na upoznavanje
problema. Zato, krenimo od pocetka, pravog pocetka.

Praistorijskog zapravo, jer nam je on zadao naviSe glavobolja, jer nismo imali nijedan nacin da
pravilno datiramo pronadene artefakte. Datiranje je jako vazno zbog istorijskih perioda koje istrazu-
jemo i svaka greska utiCe na to kako posmatramo odredeni period ljudske istorije. Te greske mogu
dospeti u istorijske knjige, a posledice toga je tesko sagledati.

Tu na scenu stupa fizika sa svojim metodama, a sada ¢emo ba$ govoriti o radiokarbonskoj metodi
koja arheolozima izuzetno znaci u reSavanju ovakvih problema. Ova metoda razvijena je 40-ih
godina proslog veka na Univerzitetu u Cikagu od strane profesora Vilarda Libija.

Slika 3.1: Vilard Libi (Willard Libby) (1908-
1980), tvorac radiokarbonske metode dati-
ranja i dobitnik Nobelove nagrade za hemiju
1960. godine.

On je prvi put upotrebio ovaj metod za odredivanje starosti drvenih predmeta nadenih u grobnici
jednog egipatskog faraona. Za svoj pionirski rad u razvoju ove metode, Libi je dobio Nobelovu
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nagradu 1960. godine.

Princip rada radiokarbonske metode

Ova metoda se zasniva na procesu radioaktivnog raspada nestabilnog izotopa ugljenica '*C u stabilni
izotop '*N uz oslobadanje elektrona. Radioativni '“C ima relativno dug period poluraspada koji
iznosi 5.730 godina. Period poluraspada je vreme neophodno da se broj jezgara prepolovi usled
radioaktivnog raspada i ovo je jedna od klju¢nih informacija koje koristimo u daljoj analizi.

Gorepomenuti ugljenikov izotop lako ulazi u reakciju sa kiseonikom stvarajuci radioaktivni
ugljen-dioksid koji biljke koriste u procesu fotosinteze. Ovo jedinjenje se dalje upotrebljava u svim
ciklusima kod Zivih bica koja su jedinjenje unele u organizam jedu¢i biljke. Kad organizam ugine,
svi ciklusi koji upotrebljavaju ugljen-dioksid se prekidaju i zarobljeni '“C po¢inje da se raspada i
dobija se *N. Meredi preostalu koli¢inu '#C, a znajuéi period poluraspada, lako se odreduje trenutak
uginuca nekog organizma.

Ovaj metod je konceptualno relativno jednostavan i daje dobru tacnost, ali samo kod organizama
starosti do 40.000 godina. Izuzetno precizni instrumenti daju dobru tac¢nost i za period od 70.000
godina. Treba jo§ pomenuti da su neophodni odredeni uslovi da bi se ova metoda upotrebila i da nije
korisna uvek. Recimo, ne moZemo datirati ostatke koi su stari milion godina, ako unutar tog uzorka
ne postoji dovoljno materijala koji bi se mogli analizirati. Primera radi, fosilni ostaci dinosaurusa ne
bi se mogli datirati ovom metodom, jer su dinosaurusi istrebljeni pre 60 miliona godina.

Ako pazljivije razmislite, setiete se da ste ovaj metod sretali u serijama i filmovima kada se analizira
neki misteriozni predmet. Sada znate kako radiokarbonska metoda radi i sledeci put Cete biti u toku
sa onim §to pratite.

Ne propustite narednu tekst, ocekuje nas nova tema koja e vam pomo¢i da bolje razumete svet oko
sebe i sve ono $§to srecete svakodnevno.

Do narednog Citanja!

Autor rubrike: Irina Ru€nov, studentkinja FF.



4. Potprostor radoznalos!

T i

Simfonija prostor-vremena: Kad crne rupe zazvone.

Prosia je ponoé. Sedis potpuno sam u zamracenoj sobi sa slusalicama u usima i slusas ritmove
svog omiljenog benda dok su ti misli i dalje okupirane novom epizodom dokumentarnog filma koji si
sasvim slucajno video na TV-u pre sat vremena. Pricali su o kosmosu, o ¢udima van domasaja maste
obi¢nog coveka, ali ne i tebe, studenta fizike koji je celog Zivota dozvoljavao mislima da istraZuju
segmente postojanja koji odbijaju da se povinuju zdravom razumu i svakodnevnoj intuiciji. Kroz
glavu ti prolazi repriza cele epizode dok nesvesno kontempliras o svemu Sto je receno...

Prostor-vreme, neuhvatljiva srz naseg univerzuma. Varljiva pozornica na kojoj se odvija cela
istorija svega $to postoji, $to je postojalo i Sto Ce, iz naSe perspektive, tek postojati. Ali za razliku
od scene od ¢vrstih dasaka na kojoj glumci izvode predstavu, ova pozornica je elasticna. Ne zaista,
elasti¢na je! I Cetvorodimenzionalna... Ali hajde da pogledamo Ajnstajnove jednacine i shvatimo
zasto.

Ryv — 3Rguu + Aguy = ZETyy

Verovatno ste se pocesSali po glavi i rekli jedno zbunjeno ,,0keeee;j...“, ali ne brinite, postoji
mnogo nacina na koje se jednacine mogu procitati bez mnogo matematickih peripetija. Ceo izraz sa
leve strane predstavlja opis zakrivljenja prostor-vremena dok izraz sa desne strane (oznaceno sa T)
nosi informaciju o energiji (kroz materiju i zracenje) uz neku konstantu. Stoga, jednacina moze da
se napiSe drugacije

Zakrivljenje prostor-vremena = Konstanta - Energija

To znaci da je ceo univerzum ustvari jedna ,,gumenasta* sredina (kontinuum) koju deformise
sve $to se u njoj nade, a pritom mora da se povinuje novonastalim deformitetima. To takode znaci
da gravitacija nije sila ve¢ samo teZnja objekata da se kre¢u po pravim linijama prostor-vremena
koje su zbog prisustva mase zakrivljene. Ovo bukvalno dozvoljava da celu Opstu teoriju relativnosti
sumiramo u jednoj recenici:
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»Materija krivi prostor-vreme, a zakrivljenje u prostor-vremenu govori materiji kako da se krece .

Ah, Ajnstajn je stvarno bio genije!, mislis u sebi.

Slika 4.1: Leva slika je naj¢es¢a ilustracija
toga kako masa krivi prostor-vreme, medu-
tim, analogija nije dobra jer prikazuje 2D
prostor zakrivljen u 3 dimenzije. Slika
desno je bolja analogija i tacnije ilustruje
zakrivljenje 3D prostora u 4 dimenzije. ’ 1

Naravno, ova teorija predvida i galakticke monstrume u vidu, svima dobro poznatih crnih rupa -
delova univerzuma gde je materija tako gusto pakovana da ni sama svetlost ne moze da pobegne
njenom gravitacionom stisku. Crne rupe svojom gravitacijom toliko krive prostor-vreme da ti delovi
univerzuma postaju kompletno izolovani od ostatka svemira §to dovodi do mnogih pitanja... Sta se
degava kada se prede horizont dogadaja? Sta je singularitet? Da li su crne rupe mali univerzumi za
sebe ili njihovo postojanje znaci da se tamo ,,negde* rodio novi univerzum? ... kakve veze crne rupe
imaju sa muzikom?

Dok ti se po glavi vrte sva ova pitanja i dok mastas sta bi moglo biti ,,sa druge strane*,
eksperimentatorske vijuge u tebi se bude, pocinjes polako da zamisljas nove situacije i kao preseceno
munjom, na pamet ti pada sledeca suluda misao - kao da jedna crna rupa nije dovoljno misteriozna
i neshvatljiva sama po sebi - ali sta se desi kada imamo dve crne rupe?! Neko je sigurno vec istraZio
ovu ideju... zar ne?

I zaista, binarni sistemi crnih rupa su teorijski bili predvideni a neki su cak bili posredno uoceni
kroz ponasanje zvezda oko njih. Medutim, ono $to se deSava u sumanutom plesu dva objekta u
kojima i sam univerzum silazi sa uma je sve samo ne jednostavno. Naime, dve crne rupe kada
upadnu u medusobnu sferu gravitacionog uticaja zapocinju svoju igru isto kao i dve zvezde u sli¢noj
situaciji.

Na kraju krajeva, crne rupe i jesu zvezde koje su prosle stosta u Zivotu, misli§ za sebe.

Dok se polako ali sigurno pribliZavaju u spirali jedna ka drugoj, igra ova dva monstruozna objekta
pocinje da ostavlja svoj pecat u samom prostor-vremenu. Kidajuéi tkanje svemira u neshvatljivo
snaZznom i brzom obrtanju dva potpuno izolovana mala univrezuma koja su sve bliZa konacnom
sudaru, stvaraju se gravitacioni talasi koji odzvanjaju ¢itavim univerzumom. U poslednjim sekun-
dama pre spoja dve crne rupe, ovi talasi su toliko intenzivni da mogu da putuju kroz univerzum
milijardama godina i jo§ uvek budu uocljivi...

Upravo to se i desilo 2016. godine kada su naucnici u opservatoriji LIGO (Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory) prvi put u istoriji uocili eho jednog ovako dramati¢nog dogadaja.
Ni manje ni vise, spoj ove dve crne rupe se desio milijardu i po svetlosnih godina daleko od
Zemlje dok su gravitacioni talasi isto toliko godina putovali do nas, da bismo mi ba$ u tih nekoliko
mikrosekundi prolaska kroz Zemlju, bili spremni i uspeli da ih detektujemo. Ali, kako dva izolovana
dela univerzuma koja u sebi nose singularitete uopste mogu da se spoje? I zaista, do skoro nismo
znali da li je spoj crnih rupa uopste mogu¢ ili su osudene da vecno teZe jedna ka drugoj uz neke
nama neobjasnjive efekte prostor-vremena. Medutim, najnovija otkria su pokazala da se crne rupe
ipak spajaju.

I kako bilo ko moZe da zna sta se desi kada se crne rupe spoje? Na kraju krajeva, horizonti
dogadaja predstavijaju deo crne rupe iz kog nikakva infomracija ne moZe da pobegne napolje...
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Slika 4.2: TIlustracija aparature
koja detektuje gravitacione ta-
lase i1 prvi detektovani signal u
istoriji.

Kako je onda meSanje dve takve oblasti moguce? Sta je sa horizontom dogadaja i da li se i on
menja?, hvata§ sebe duboko zaokupiranog mislima o tako dalekim i nerazumljivim objektima dok u
pesmi koju slusas pocinje otkacena gitarska solaza praéena blesavim improvizacijama na klaviru...

Ah kako dobra kombinacija gitare i klavira, uZivas u sebi. Ali, kako uopSte zna$ da su instrumenti
koje Cujes bag gitara i klavir ako ne vidi§ svira¢a i instrument koji svira? Sta je ono $to ih sustinski
razlikuje tako da i bez gledanja moZes reci koji je koji?

Hajde da napravimo malu digresiju od svemirskih ¢udoviSta uronjenih u nekakav cetvorodimen-
zionalni Zelatin i pozabavimo se muzikom, ali kao fizicari, naravno. Ispostaviée se da su crne rupe
svojevrsni muzicki instrumenti, ali viSe re¢i o tome nesto kasnije.

Zvuk je niSta drugo nego vibracija sredine (vazduha) koju ljudsko uvo moze da detektuje i
interpretira. Sam zvuk je dosta sloZen pojam pa ¢emo ga pojednostaviti tako $to éemo prvo govoriti
o &istim tonovima. Cist ton nije nidta drugo nego harmonijska vibracija sredine, odnosno prostije
receno, vibracija koju opisuje Cisto sinusna (kosinusna) funkcija - dakle, najjednostavniji moguéi
talas

Asin (o).

Taj talas karakteriSu dve klju¢ne osobine - amplituda (A) tj. veliina talasa koja govori o jacini
(glasnodi) tona i frekvencija (@) koja govori o visini tona. Talasi imaju divnu osobinu linearnosti §to
znaci da mogu da se najprostije sabiraju. To znaci da se viSe razlicitih Cistih tonova kombinuju u
jedan, nesto komplikovaniji zvuk koji matematicki nije niSta drugo nego zbir talasa Cistih tonova
koji ga Cine:

Ajsin(wit) +Apsin () +Assin (w3t) + ...

Medutim, kako frekvencije (visine tona) mogu da budu bilo koji broj, to znaci da zvuk u
najopstijem slucaju moze da se predstavi kao kombinacija svih mogucih Cistih tonova/frekvencija
(beskona¢no mnogo njih) gde se razliciti zvukovi razlikuju samo po tome koliko je koja frekvencija
glasna. Dakle, nesto opstiji opis zvuka bi bio

Jo A(®)sin (or)do,

odnosno beskonacna suma talasa svih mogudéih frekvencija.

Ipak, u prakti¢nom slucaju, Cisti tonovi su opisani nesto sloZenije nego $to je navedeno. Razlog
tome je Sto su objekti koji proizvode zvuk zapravo ograniCeni sa jedne ili sa obe strane, kao na primer
Zica na gitari ili cev trube koja je samo sa jedne strane otvorena. Ovo rezultuje stvaranjem takozvanih
stojecih talasa. Iako je njihov opis malo komplikovaniji, sustina da svaki ima svoju frekvenciju i da
se oni medusobno kombinuju da bi stvorili zvuk je ista.

Ukoliko neki medu vama prepoznaju Furijeovu teoremu u svemu ovome, bravo! To je upravo
sustina Furijeovog integrala uz malo veéu matematicku opstost.



26 4. Potprostor radoznalosti

Takode, realan fizicki objekat, Zica recimo, moZe da vibrira Cistom frekvencijom samo u suludo
specijalnom slu€aju (da bude okinuta u poloZaju sinusnog talasa) $to se u praksi ne deSava. To znaci
da kada okinemo Zicu, ona vibrira u Sablonu koji predstavlja kombinaciju svih mogucih frekvencija
s tim Sto su samo neke od njih istaknute (najglasnije). Ispostavlja se da su to zapravo celobrojni
umnosci fundamentalne (najnize osnovne) frekvencije. Na primer, ukoliko okinemo ,,A* Zicu na
gitari, ona daje zvuk frekvencije 440 Hz, ali vibrira i na 880 Hz, 1320 Hz itd. Medutim, naSe uvo taj
zvuk registruje kao 440 Hz jer je to najniza frekvencija. Ostale frekvencije se zovu harmonici i oni
definisu tzv. ,.,harmonijski sastav zvuka odnosno boju zvuka. Upravo taj harmonijski sastav je ono
$to nam dozvoljava da pravimo razliku izmedu iste note odsvirane na gitari i na klaviru.
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Do sada smo ovaj fenomen objaSnjavali na Zici koja je esencijalno jednodimenzionalni objekat,
medutim, stojeci talasi se formiraju i na dvodimenzionalnim objektima. Na primer, zategnuta mem-
brana dobosa isto ima fundamentalnu frekvenciju pra¢enu vi§im harmonicima koji daju specifican
zvuk dobosSa, mada su te vibracije dosta sloZenije. Takode, pretpostavka da ovo isto vaZi i u tri
dimenzije je potpuno ispravna. Zamislite balon od sapunice kako se vijuga i vibrira na taj nacin. Ove
trodimenzionalne oscilacije se isto opisuju razli¢itim ,,frekvencijama* oscilovanja samo §to ovog
puta nisu sinusi i kosinusi, nego sferni harmonici.

Sada ti kroz glavu prolazi: Da, da... dovoljno sam puta slusao o oscilacijama, modovima
oscilovanja, Furijeovim redovima i sfernim harmonicima. Istina, mozda nisam imao uvid u te stvari
iz ovog ugla, ali da li ovi baloncici od sapunice i crne rupe rade nesto sli¢no... Ako samo na osnovu
harmonijskog sastava moZemo da kaZemo koji instrument cujemo, da li i gravitacioni talasi imaju
neke harmonike koji nam nesto vise govore o crnoj rupi? I tu bi bio potpuno u pravu!

Ispostavlja se da kada se dve crne rupe spoje, one formiraju jedinstvenu crnu rupu ,,tikvastog*
oblika koja vrlo brzo teZi da se stabilizuje kao sfera (pogledajte sliku sa sfernim harmonicima).
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Naravno, to dovodi do oscilacija koje su i viSe nego bogate razliitim harmonicima. Medutim,
ukoliko se u ovom trenutku pitate kako to crna rupa osciluje odnsno §ta uopste osciluje, onda ste
na jako dobrom tragu! U trenutku spoja, ne osciluje crna rupa niti njen horizont dogadaja, osciluje
zapravo sam univerzum oko crne rupe, osciluje prostor-vreme!

U Siroj slici celog dogadaja, dve crne rupe prave gravitacione talase koji postaju sve jaci i jaci do
trenutka spoja kada se desava tzv. ,,odzvon* gravitacionih talasa. Taj deo odzvona zapravo odgovara
oscilacijama nakon spajanja i 2019. godine, harmonijski sastav odzvona je detektovan i deSifrovan.
Naucnici su ustanovili da analizom viSih harmonika gravitacionih talasa crnih rupa moZzemo dobiti
uvid u detalje te crne rupe i samog kataklizmi¢nog dogadaja sudara dve crne rupe potpuno analogno
tome kako na osnovu analize harmonika mozemo zakljuciti sve o instrumentu koji sluSamo, ¢ak i
sam oblik instrumenta!

Generalno, oscilacije, frekvencije i harmonici se javljavuju svuda u nauci gde god se bilo Sta
deSava. Mehanicki talasi, zemljotresi, vibracije kristalih reSetaka, zvuk, vidljiva svetlost, elektro-
magnetni talasi i na kraju krajeva kvantna talasna funkcija Cestica koja nosi potpuni opis Cestica, svi
predstavljaju talasne fenomene. Gde ima talasa ima i harmonika. Nau¢na metoda koja proucava spek-
tar harmonika se zove spektroskopija i u zavisnosti od specificnog fenomena ¢iji spektar proucava
postoje razlicite grane spektroskopije. Ova najnovija otkri¢a u gravitacionim talasima su stvorila
potpuno novu granu spektroskopije koja se naziva spektroskopija gravitacionih talasa, i kao jedva
godinu dana stara oblast (pisano na jesen 2020.) pruZa neverovatan broj novih otkrica i aktuelnosti
koji ¢ekaju na novu generaciju fizicara da ih otkriju

Na ovaj nacin, crne rupe su svojevrstan kosmicki muzicki instrument koji odzvanja tkanjem
prostor-vremena i svojom jedinstvenom harmonijom govore svoju pricu koju mi, kao paZljivi slusaoci,
moZemo da razumemo i nastavimo da prepri¢avamo generacijama koje dolaze, prolazi ti kroz glavu
dok se pesma konacno zavrSava uz lagani odzvon gitare i klavira i tihi gravitacioni talas neke daleke
crne rupe...

p) Autor rubrike: Jovan Mitié, student FF.
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Maksvelov demon

Pri¢a o Maksvelovom demonu je prica o statusu Cuvenog Drugog zakona termodinamike; o tome
da li on predstavlja univerzalni deterministic¢ki zakon prirode ili samo statisticku pravilnost koja
ponekad ipak moZe biti naruSena, ili pak postoje okolnosti u kojima on uopSte ne vaZzi - okolnosti u
kojima Maksvelovi demoni izvréu Drugi zakon termodinamike naopacke. Koren ovog problema
predstavlja karakter termodinamickih zakona, uopste.

Zamislite da gledate snimak koji prikazuje dva Coveka koji se dobacuju loptom. Prvi baci loptu
drugom, drugi vrati prvom i na kraju prvi ponovo drugom. I to je sve Sto vidite na snimku. I tu
naravno nema ni¢eg cudnog. A onda pogledate isti snimak, ali ovoga puta unazad. Sada snimak
pocinje tako Sto drugi ¢ovek baca loptu prvom, zatim prvi vrati drugom, i na kraju lopta zavrSava
kod prvog. Ni ovde, naravno, ne primecujete niSta neobi¢no. Ali ako vas sada neko zapita §ta je tu u
stvari snimljeno - dobacivanje loptom pri kome je ova najpre bila kod prvog ili dobacivanje kod koga
je ona najpre bila kod drugog - Sta biste rekli? Neobicnost ove situacije se sastoji u tome $to je na
ovo pitanje nemoguce dati odlu¢an odgovor; nemoguce je zakljuciti (samo na osnovu datog snimka)
Sta je u onome Sto on prikazuje proslost, a Sta buducnost, tj. da li je sve pocelo tako Sto je lopta bila
kod prvog ili tako Sto je najpre bila kod drugog. Ovo je primer jednog sasvim univerzalnog principa -
snimak ma kog procesa koji se odvija po zakonima Njutnove mehanike (F = ma) nam ne omoguéava
da razlikujemo proslost od buduénosti. KaZemo da je Njutnova mehanika invarijantna na vremensku
inverziju. Ako se neko kretanje moze realizovati u jednom smeru, onda se sigurno moze realizovati i
u suprotnom smeru. Pitanje o tome da li je vremenska inverzija simetrija ostalih fundamentalnih
fizickih teorija (elektrodinamike, kvantne mehanike, kvantne teorije polja, teorije struna, itd.) je
osetljivo, i ostaviéemo ga ovom prilikom po strani. Za ostatak price je sasvim dovoljna Njutnova
mehanika.

Zamislite sada da gledate snimak koji prikazuje ¢aSu ispunjenu mlakom vodom (ovo ne moZemo
da vidimo, ali recimo da znamo da je voda mlaka) u kojoj se nalazi nekoliko kocki leda. Led se
postepeno topi tokom vremena dok u Casi ne preostane samo tecna voda. Ni u ovom procesu nema
niceg ¢udnog. Ali, ako bi vam sada neko pustio isti snimak, samo unazad, primetili biste nesto
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krajnje neobic¢no - u ¢asi punoj tecne vode, spontano, bez ikakvog spoljasnjeg uticaja, pocinju da
se obrazuju kocke leda. Kada bi vas sada neko zapitao $ta se ovde zapravo desilo tj. koji proces
je u stvarnosti snimljen, bez dileme biste odgovorili da je snimljen proces topljenja leda, i odmah
biste shvatili da vam je u drugom slucaju pusten snimak u suprotnom smeru. Drugim recima, sa
sigurnos¢u biste mogli da razlikujete proslost od buduénosti. Jer niko nikada u istoriji CoveCanstva
nije bio svedok spontanog nastanka leda u izolovanoj ¢asi s tecnom vodom. Ovakve fizicke procese
koji se realizuju samo u jednom smeru, nazivamo ireverzibilnim procesima, i njihovo postojanje
predstavlja objektivnu fizi¢ku osnovu na kojoj pociva razlika izmedu proslosti i buduénosti. I takvih
procesa je mnogo: led se topi u mlakoj vodi, gas sabijen u ugao sobe se $iri dok je sasvim ne ispuni,
toplo telo zagreva hladno telo, kretanje se zaustavlja usled trenja, Covek stari, itd. Naime, strogo
govoreli, u makrosvetu (svetu koji posmatramo s niskom rezolucijom) i ne postoje reverzibilni
procesi, osim u vidu idealizacija. Stanja termodinamickih sistema (sistema u kojima ne razlikujemo
detalje, ve¢ ih opisujemo “efektivnim” veli¢ina poput temperature, gustine i pritiska, koje dobijamo
lokalnim usrednjavanjem) su okarakterisana veli¢inom koju nazivamo entropja. Ukoliko je stanje
termodinamickog sistema “specifi¢nije”’, kompleksnije, uredenije, neujednacenije, entropija je
manja. Stanje ka kome spontano i nepovratno teze svi termodinamicki sistemi je termodinamicki
ravnotezno stanje (stanje bez vidljivih promena u kome su vrednosti svih termodinamickih parametara
ujednacene) i njegova entropija je maksimalna. Sublimaciju svih nasih dosadasnjih iskustava o
ireverzibilnosti termodinamickih procesa predstavlja Drugi zakon termodinamike. Ovaj zakon nalaze
da entropija izolovanog termodinamickog sistema (ili Univerzuma kao celine) nikada ne opada; ona
raste (ako se sistem ne nalazi u ravnoteZnom stanju) ili se ne menja (kada sistem dostigne ravnoteZno
stanja).

Imajuéi to u vidu, namece se pitanje: kako je moguce da se termodinamicki sistemi ponaSaju
na nacin koji predvida Drugi zakon, kada se oni u krajnjoj liniji sastoje od Cestica koje se krecu
i interaguju po zakonima Njutnove mehanike (ograni¢avamo se na Njutnovu mehaniku zbog jed-
nostavnosti) koja ne poznaje razliku izmedu proslosti i buduénosti? Kako pomiriti ovu simetriju
Njutnovih zakona sa asimetrijom Drugog zakona termodinamike koji bi trebalo (ili je bar opste
ocekivano) da i sam pociva na Njutnovim zakonima mehanike? PrevazilaZenje ove tenzije pred-
stavlja centralni (i jo§ uvek nepotpuno reseni) problem statistiCke mehanike - programa koji je u
tu svrhu i osmisljen. Kroz nju smo stekli novi uvid u karakter Drugog zakona: on nije univerzalni
detrministicki zakon, ve¢ (izuzetno jaka) statisticka pravilnost! Kada kaZemo da gas koji je u stanju
termodinamicke ravnoteZe zauvek ostaje u tom stanju (ako ga prepustimo samom sebi), time u stvari
mislimo da je ovo njegova daleko najverovatnija buduénost, neiskljuc¢ujuc¢i moguénost da ¢e u nekom
trenutku gas spontano preci u neko neravnotezno stanje. Ali ovo ipak nije dovoljno, i rasprava o
tome da li i u kojoj meri statisticka mehanika uspeva da ispuni svoj zadatak je preopSirna da bismo je
ovde u celini izloZili. Recimo samo da je postalo prilicno jasno da je za objasnjenje termodinamicke
ireverzibilnosti neophodno nesto viSe od niavnog kombinovanja zakona Njutnove mehanike i stan-
dardnih probabilistickih argumenata, jer njihov spoj je ne samo nedovoljan da se redukcionisticki
objasni Drugi zakon termodinamike, ve¢ on daje fakticki pogresne predikcije (tacnije, retrodikcije) o
fizickim procesima. Primera radi, iz njih sledi da je daleko najverovatnije stanje u kome se prethodno
nalazila ¢asa u kojoj su trenutno pomesani tecna voda i led, ¢aSa u kojoj s nalazi samo tec¢na voda!
kojim se objasnjava vazenje Drugog zakona termodinamike (uzimajuéi pritom u obzir Njutnovu
mehaniku i probabilisticke argumente) predstavlja takozvana kosmoloska hipoteza o proslosti (past
hypothesis) koja nalaZe da je Univerzum morao da otpocne u stanju jako male entropije. Samo pod
ovim uslovom, kako se €ini, statisticka mehanika ispunjava svoj zadatak.
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Da li u prirodi postoje sistemi za koje vaZi anti-Drugi zakon termodinamike? Na ovo pitanje je
prvi ozbiljno pokusao da odgovori J. C. Maxwell. On je predloZio misaoni eksperiment koji neobi¢no
jasno razotkriva karakter termodinamicke ireverzibilnosti - to da je ona statistiCka/probabilisticka
zakonitost, a ne deterministicka. Zamislite kutiju koja je pregradom podeljena na dve termalno-
izolovane komore, A i B. Komora A sadrzi hladniji gas a komora B topliji. I pregrada koja ih
odvaja ima u sebi mali otvor preko koga je postavljen laki pokretni poklopac. I taj poklopac je pod
kontrolom ”demona”. Pod demonom se, naravno, ne misli ni na kakvo demonsko bice, ve¢ na bilo
kakav fizi¢ki sistem (robot, superkompjuter) koji poseduje mikroskopski nadzor nad Cesticama od
kojih su gasovi u komorama sacinjeni. Sistem koji je sposoban da brzo i tacno detektuje i registruje
poloZaj i brzinu svakog pojedinackog molekula u komorama A i B, a da ih pritom ne poremeti (ovde
postaje bitno to $to govorimo o klasi¢nim cesticama kod kojih moZemo da zanemarimo princip
neodredenosti, ali odgovarajuéi argument postoji i za kvantne Cestice) i koji moZe da sprovodi akcije
(otvaranje i zatvaranje poklopca) u skladu sa tom informacijom. Posto se radi o klasi$nim Cesticama
koje se krecu po Njutnovim zakonima, dovoljno je da demon kao ulazni podatak dobije pocetne
poloZaje i brzine svih molekula (moZemo da zamislimo aparat koji ih priprema u odredenom stanju i
tu informaciju predaju demonu-kompjuteru), i da potom izracuna njihove buduce trajektroije koje su
deterministi¢ki odredene, i da bude programiran da deluje u skaldu sa tom informacijom. Naime,
kad god demon “primeti"” da se u komori B neki molekul sa nadprose¢nom brzinom (u odnosu
na temperaturu u komori B) pribliZio otvoru, on ukloni poklopac i dopusti molekulu da prede iz
komore B (gde je toplije) u komoru A (gde je hladnije). Na ovaj nacin demon sistematski sniZava
temperaturu u komori B i povecava temperaturu u komori A. Pritom, u ovoj procesu ne dolazi ni do
kakve promene u ostatku Univerzuma. Time je narusen Drugi zakon termodinamike (u Clausius-ovoj
formulacije) jer je nemogu¢ proces ¢iji je jedini rezultat prelazak toplote sa hladnijeg na toplije telo.

Ako bi postojao fizicki sistem koji bi imao kapacitet da sprovede opisani “demonski posao”,
Drugi zakon termodinamike jednostavno ne bi vazio, i to ne samo kao deterministicki zakon (Sto
je odavno shvaceno) vec ni kao statisticki zakon. Dakle, pitanje njegovog statusu je bitno povezno
sa tim da li u prirodi postoje (ili bi mogli postojati) autenticni Maksvelovi demoni - sistemi koji bi
nam omogucili da efikasno povecavamo koli¢inu energije dostupne za preobrazaj u koristan rad (i
time reSimo energetsku krizu). Ono S$to celu stvar €ini vrlo zanimljivom je to §to niSta principijelno
ne sprecava postojanje takvih sistema. Klasi¢ni prigovor na funkcionisanje ovakvog Maksvelovog
demona ukazuje na to da je i sam demon deo sistema koji posmatramo, i da prilikom operacija
koje vrsi i sam mora da pretrpi porast entropije, i da je najzad porast entropije demona veci nego
smanjenje entropije gasova koje demon izaziva svojim delovanjem, i da zato entropija ukupnog
sistema (gasovi + demon) raste. Ovaj prigovor pociva na pretpostavci da nakon svkog delovanja
demon mora da zavrsi u istom termodinamickom stanju nezavisno od mikroskopskog stanja gasova.
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Ali ako to nije slucaj, i ako demona karakteriSe mikroskopska senzitivnost - moguénost da prilagode
svoje makroskopsko ponaSanje prema mikroskopskom stanju sistema nad kojim operise. Ovakvi
demoni se mogu isprogramirati tako da u sprezi sa termodinamickim sistemima izazovu potpuno
invertovanje Drugog zakona termodinamike.

p) Autor rubrike: Dragoljub GoCanin, naucni saradnik FF.
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