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Захвалница



Настанак и динамика тополошки заштићених мода y фотонским решеткама

Сажетак: У овоj дисертациjи теориjски и експериментално су проучени механи-
зми настанка и динамика тополошки заштићених ивичних мода у jеднодимензи-
оналним (1Д) и дводимензионалним (2Д) фотонским решеткама. Простирање
свjетлости кроз таласоводне решетке описано jе системом линеарних и нелинеар-
них диференциjално-диференцних jедначина у апроксимациjи слабо спрегнутих
мода.

У 2Д бипартитним решеткама, састављеним од двиjе хексагоналне подрешет-
ке, уведена jе вртложна дисторзиjа у jедну подрешетку, што индукуjе структурни
дефект и тополошки фазни прелаз. Показано jе да различити гранични услови
у коначноj решетки доводе до различитих фамилиjа ивичних композитних мода:
jедна компонента остаjе локализована око дефекта типа вртлога, а друга уз
ивицу. Динамика ових мода испитана jе у присуству Керове нелинеарности.
Уз прецизно подешавање поjачања и губитака, систем може прећи у ласерски
режим; стабилно ласерско зрачење ивичне моде добиjено jе насумичном побудом
оптичког поља. Испитан jе и утицаj нелинеарности на режим ласерског рада.

У 1Д фотонским тракастим структурама хексагоналног и диjамантског
типа уведен jе синтетички флукс различите jачине ради индукциjе тополошког
прелаза, што у тракама коначне дужине доводи до формирања дублета ивичних
мода. Тополошка инвариjанта jе израчуната ради потврде заштићености мода.
За одређене вриjедности флукса jављаjу се равне зоне настале деструктивном
интерференциjом (Ахаронов–Бомов ефекат). Jедан модел jе експериментално
реализован директним уписивањем таласовода фемтосекундним ласером, а
синтетички флукс jе имплементиран мултиорбиталним спрезањем различитих
типова таласовода (S и P ). Потврђено jе постоjање компактних тополошких
ивичних мода предвиђених симулациjама, као и њихова робусност на вариjациjе
фазе побуде и на фабрикационе неуређености.

Нумеричке симулациjе су реализоване у програмском jезику MATLAB при-
мjеном метода Рунге–Кута за рjешавање динамичких jедначина.
Kључне риjечи: Фотонске 1Д и 2Д решетке, Тополошка заштићеност, Балк-
ивица коресподенциjа, Ивичне моде, Вртложна дисторзиjа, Синтетички флукс,
Нелинеарни ефекти, Тополошки ласери, S и P таласоводи, Равне зоне

Научна област: физика

Ужа научна област: физика кондензоване материjе и статистичка физика



Origin and dynamics of topologically protected modes in photonic lattices

Abstract: In this dissertation, the mechanisms of formation and dynamics of topologically
protected edge modes in one-dimensional (1D) and two-dimensional (2D) photonic
lattices are studied both theoretically and experimentally. The propagation of light
through waveguide lattices is described by a system of linear and nonlinear differential
equations in the weakly coupled mode approximation.

In 2D bipartite lattices, composed of two hexagonal sublattices, a vortex distortion
is introduced in one sublattice, inducing a structural defect and a topological phase
transition. It is shown that different boundary conditions in a finite lattice lead to
distinct families of edge composite modes: one component remains localized around
a vortex-type defect, while the other localizes at the edge. The dynamics of these
modes are investigated in the presence of Kerr nonlinearity. With precise tuning of
gain and loss, the system can reach the lasing regime; stable lasing of the edge mode
is obtained by random excitation of the optical field. The influence of nonlinearity
on the lasing behavior is also examined.

In 1D photonic ribbon structures of hexagonal and diamond types, a synthetic
flux of varying strength is introduced to induce a topological transition, which leads
to the formation of edge mode doublets in finite-length ribbons. The topological
invariant is calculated to confirm the protection of these modes. For specific flux
values, flat bands emerge due to destructive interference (Aharonov–Bohm effect).
One of the models is experimentally realized via direct femtosecond laser writing of
waveguides, while the synthetic flux is implemented through multi-orbital coupling
of different waveguide types (S and P ). The existence of compact topological edge
modes predicted by simulations is confirmed, along with their robustness against
phase variations in excitation and fabrication imperfections.

Numerical simulations are performed in MATLAB using the Runge–Kutta method
to solve the dynamical equations.

Key words: Photonic 1D and 2D lattices, Topological protection, Bulk-edge
correspondence, Edge modes, Vortex distortion, Synthetic flux, Nonlinear effects,
Topological lasers, S and P waveguides, Flat bands

Scientific field: physics

Scientific subfield: condensed matter and statistical physics
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Глава 1

Увод

Увођење топологиjе у фотонику, у коjоj jе испитивање феномена засновано
на Мексвеловим (Maxwell) jедначинама, je мотивисано примjеном топологиjе
у физици кондензоване материjе [1, 2] и открићем тополошких изолатора [3,
4]. Тополошка своjства фотонских материjала са дискретном транслационом
симетриjом, односно зонским енергетским спектром, описуjу понашање таласне
функциjе придружене циjелоj дисперзивноj зони.

Фундаментална разлика између фотона и електронa лежи у чињеници да су
фотони бозони коjи задовољаваjу Бозе-Аjнштаjнову (Bose-Einstein) статистику
док су електрони фермиони за коjе jе своjствена Ферми-Диракова (Fermi-Dirac)
статистика. Управо бозонска природа свjетлости отвара нове перспективе у
оквирима тополошке фотонике, чиjи се почеци везуjу за радове Халдеjна и
Рогуа (Haldane and Roghu) [1, 2] у коjима jе помоћу свjетлости у фотонским
решеткама остварен ефекат еквивалентан квантном Холовом ефекту (quantum
Hall effect) [5, 6] у дводимензионалним (2Д) електронским гасовима у магнетном
пољу. Робусност квантоване Холове проводљивости jе реализована у фотоници
преко постоjања робусних ивичних стања коja пропагираjу само у jедном смjеру.
Експериментална реализациjа те теориjске поставке jе добиjена пропагациjом
свjетлости у микроталасном опсегу кроз жиромагнетне фотонске кристале [7].

У фотоници, а и у контексту ултра-хладних атома, акустици, фононици
и механици, тополошка своjства изолованих енергетских зона и балк-ивица
коресподенциjа [8] су основни тополошки поjмови. Тополошко стање изоловане
зоне jе одређено вриjедношћу тополошке инвариjанте, Закове (Zak) фазе [9, 10] и
Черновог (Chern) броjа [5, 11, 12], редом у 1Д и 2Д решеткама, док коресподенциjа
балк-ивица почива на законитости да цjелоброjне вриjедности тополошких
инвариjаната одговараjу броjу тополошки заштићених мода у процjепима између
изолованих зона .

Централно мjесто у контексту тополошке фотонике имаjу тополошки изола-
тори [11, 13, 14, 15, 16, 17], коjи у тополошки нетривиjалноj фази подржаваjу
постоjање и простирање ивичних – тополошки заштићених свjетлосних мода
на оптичким фреквенциjама. Ивичне моде су робусне на присуство ефеката
нежељених расиjања неизоставно присутних на нечистоћама и дефектима при
изради фотонских структура, тj. фотони путуjу дуж граница структуре без
пертурбациjе. Робусност ивичне моде jе директно повезана са симетриjама струк-
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туре. Тако у фотонским структурама са нарушеном временском инверзиjом
ивичне моде дате фреквенциjе робусност дугуjу непостоjању контрапропагираjу-
ћег партнера (моде) исте фреквенциjе [7, 18], док код структура са одржаном
временском инверзиjом робусност ивичних мода jе посљедица одсуства спрезања
са контрапропагираjућом модом док нека од додатних симетриjа система не
буде нарушена неуређеностима [19, 20, 21].

1Д и 2Д фотонске решетке могу подржавати ивичне моде чиjа енергиjа
(фреквенциjа) одговара средини енегретског процjепа између зона. Овакве моде
су назване нултим модама и стриктно су локализоване. Ове моде су робусне на
присуство било какве деформациjе коjа одржава хиралну тj. честица-шупљина
симетриjу [22, 23]. Примjер у 1Д структури су нулте моде у Су-Шрифер-Хегер
(Su-Schrieffer-Heeger, SSH) 1Д ланцима [24], а у 2Д низ хексагонално уређе-
них еванесцентно спрегнутих таласовода уписаних фемто-секундним ласером
у боросиликатно стакло [25] и 2Д хексагонална решетка, тj. фотонска решетка
типа графена са вртложним поремећаjем у структури (Кекуле-тип дисторзи-
jе) [26, 27, 28]. Управо су нулте моде у структури са дисторзиjом мотивисале
дио истраживања представљеног у наставку. Свиjет тополошки заштићених
мода употпуњен jе различитим типовима аномалних хиралних ивичних мода у
Флокеовим решеткама (решетке периодичне у правцу пропагациjе) [18] и низом
егзотичних ивичних мода у 3Д фотонским изолаторима [29].

Фотонске платформе такође нуде могућност за прецизну контролу параметара
система, као што су поjачање (gain), губитак (loss) [30, 31, 32] и нелинеарност
[33, 34]. Испитивања активних и нелинеарних решетки резултирала су неким од
веома битних достигнућа у тополошкоj фотоници: тополошки ласери [35, 36],
нелинеарна контрола локализованих тополошких мода [33], стварање стабилних
солитона у балку у нелинеарним Дираковим решеткама [37].

Наjновиjа постигнућа у оптичким лабораториjама отвараjу нове могућности
за генерисање тополошки-везаних феномена и манипулациjу тополошки-везаним
своjствима свjетлости - фотонима. Тополошка фотоника обећава да ће понудити
дизаjне нових фотонских уређаjа имуних на деградациjу перформанси изазваних
несавршеностима у производњи или спољашњим пертурбациjама.

Циљ дисертациjе jе да се теориjски и експериментално испитаjу нове могућ-
ности за настанак и контролу понашања тополошки заштићених мода у 1Д и
2Д фотонским решеткама. Детаљна анализа тополошких прелаза омогућиће
боље разумиjевање тополошких фаза у вишезонским спектрима и њихове улоге
у настанку ивичних и равних мода. Робусност ових мода их сврстава у одличне
кандидате за експерименталну примjену у преносу информациjа, развоjу нових
ласерских платформи и сродним фотонским технологиjама. Поред тога, про-
учавање утицаjа нелинеарности и неермитских ефеката пружиће одговоре на
питања о стабилности и прилагодљивости тополошких мода, као и о њиховом
потенциjалу за примjену у дизаjну нових извора свjетлости, фотонских сензора
и квантних комуникационих канала.

Након уводних разматрања, у Поглављу 2 биће представљени фотонски
системи са посебним акцентом на фотонске решетке и механизме описивања
простирања свjетлости кроз њих. Поглавље 3 обухвата анализу тополошких
инвариjанти и фаза у фотоници, њихову улогу у опису динамике ивичних мода,
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као и значаj балк-ивица кореспонденциjе. Утицаj нелинеарности и неермитских
ефеката у фотонским решеткама биће предмет Поглавља 4. Испитивани модели,
заjедно са описом механизама коjи доводе до поjаве тополошких прелаза, детаљ-
ниjе су приказани у Поглављима 5 и 6. Поглавље 7 садржи резултате добиjене
нумеричким симулациjама и експерименталним реализациjама, као и разматрање
могућих примjена. На краjу, у Поглављу 8 дат jе закључак дисертациjе.
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Глава 2

Фотонски системи и платформе

Фотонске структуре, коjе су данас у жижи интересовања због своjих из-
узетних могућности у области опто- и нанотехнологиjа, телекомуникационих
система и савремених фотонских уређаjа, нису производ искључиво савремене
нанофабрикациjе. Оне већ милионима година постоjе у природи, интегриса-
не у биолошке системе [38, 39, 40]. Током еволуциjе, природа jе синтетисала
различите наноструктуре коjе омогућаваjу контролу свjетлости. Те структуре
дjелуjу као природни фотонски кристали [41], односно материjали са периодич-
ном промjеном индекса преламања, што доводи до могућности контролисаног
модулисања ефеката дифракциjе, интерференциjе и селективне рефлексиjе свjе-
тлости. Управо ови физички феномени стоjе иза механизама коjи доводе до
интензивних структурних боjа и оптичких ефеката у биолошким системима[42]:
крила лептира и других инсеката, перjе пауна, љуске сjаjних буба, плодови
поjединих тропских биљака са металик одсjаjем, адаптивне промене боjе код
камелеона, Слика 2.1. Ове природне фотонске структуре имаjу важну биолошку
улогу: камуфлажу, сигнализациjу, привлачење партнера или заштиту од преда-
тора. Истовремено, онe данас представљаjу инспирациjу за развоj вjештачких
фотонских кристала [43] и нанофотонских уређаjа.

Периодичне структуре имаjу кључну улогу у многим физичким и мате-
матичким описима природних поjава. Оне се jављаjу спонтано у различитим
системима, а jедан од наjпознатиjих примjера jе уређен распоред атома у кри-
сталним решеткама метала и полупроводника [44]. Физика оваквих система
jе изузетно богата и темељно проучавана. На примjер, на кретање електрона
снажно утиче периодични потенциjал атомских jезгара, што омогућава контролу
и прилагођавање проводних своjстава материjала.

У оптици, периодичност jе повезана са материjалима у коjима индекс прелама-
ња варира у jедноj или више просторних димензиjа. Примjери таквих структура
су фотонске решетке, низови таласовода, фотонски кристали и фотонска влакна
[45]. Када се у њима простире свjетлост, понашање оптичких таласа jе аналогно
кретању електрона кроз кристалну решетку у полупроводнику. Тако периодичне
фотонске структуре отвараjу могућност контроле простирања свjетлости на
сличан начин као што се у полупроводничким уређаjима контролише кретање
електрона. Та особина им даjе изузетан потенциjал за примjене у интегриса-
ним фотонским колима, посебно у развоjу оптичких рачунара и система за
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Слика 2.1: Примjери природних фотонских кристала: a) камелеон, б перjе пауна,
в) латице Hibiscus trionum, г) буба Chrysolina resplendens, д) лептир, ђ) плодови
биљке Pollia condensata. У свим случаjевима структурна боjа настаjе као посље-
дица наноструктура коjе контролишу интеракциjу са свjетлошћу. Преузето из
[42].

обраду сигнала интегрисаних са комуникационим технологиjама заснованим на
оптичким влакнима [46, 47].

Периодичне фотонске структуре могу се релизовати као фотонске решетке,
фотонски кристали и метаматериjали [48, 49], од коjих свака реализациjа има
своjе специфичности. У метаматериjалима jе период решетке a много мањи од
таласне дужине свjетлости λ, па се њихова своjства могу описати хомогеним
jедначинама у коjима се уводе ефективни параметри, попут индекса преламања
коjи може бити и негативан, што ниjе случаj у природним материjалима. Први
експерименти су били ограничени на микроталасни опсег (λ ∼cm, a ∼mm), гдjе
су коришћени резонантни елементи попут сплит-ринг (split-ring) резонатора,
али са уским фреквенциjским опсегом и значаjним губицима. Данас, напретком
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у диелектричноj нанофабрикациjи, могуће jе реализовати метаматериjале у
оптичком домену са много мањим губицима, на скали a ∼ 1µm, погодне за
блиско-инфрацрвене таласне дужине [50, 51]. Фотонски кристали, за разлику од
метаматериjала, имаjу период упоредив са таласном дужином свjетлости (a ∼ λ).
У њима таласна природа свjетлости и интерференциjа играjу пресудну улогу, што
доводи до настанка фотонских забрањених процjепа између зона у фреквентном
спектру (band gaps), аналогних енергетским процjепима у чврстим тиjелима
[52, 53]. То значи да постоjе опсези таласних дужина у коjима свjетлост не може
да се простире. Тако се формираjу и структуре налик низовима таласовода са
дефектима коjи омогућуjу снажну локализациjу свjетлости. Ове структуре су
погодне за нелинеарне оптичке уређаjе и реализациjу високоосjетљивих сензора.
Фотонске решетке од таласовода се разликуjу и од метаматериjала и од фотон-
ских кристала: таласоводи су ширине неколико таласних дужина, а растоjање
између њих jе упоредиво са таласном дужином упадне свjетлости [45, 54]. Про-
стирање свjетлости у овим системима jе контролисано еванесцентним спрезањем
свjетлости из сусjедних таласовода. За разлику од фотонских кристала, не jа-
вљаjу се забрањене области, већ jе простирање одређено динамиком спрегнутих
мода. Као посљедица, фотонске решетке имаjу знатно шири спектрални одзив
и могу радити у великом диjелу видљивог спектра. То их чини погодним за
просторну и спектралну филтрациjу свjетлости, и за моделирање феномена у
квантноj и нелинеарноj динамици.

2.1 Фотонске решетке
Прва разматрања фотонских кристала датираjу из 1887. године, када jе Лорд

Реjли (Rayleigh) проучавао периодичне вишеслоjне диелектричне структуре
[55], познате као Брагова огледала, и показао да такви системи могу имати
jеднодимензионални фотонски забрањени опсег. Током 1960-их и 1970-их година
теориjска истраживања су знатно напредовала: Ваjнер (Vainer) jе проширио
теориjу Брагове дифракциjе на оптичке структуре, Биков (Bykov) jе испитао
утицаj фотонског забрањеног опсега на спонтано емитовање и предвидио његову
инхибициjу [56], док jе Отака 1979. године први разматрао тродимензионалне
периодичне структуре и развио формализам за њихов прорачун.

Преломни тренутак догодио се 1987. године, када су Jаблонович (Yablonovitch)
и Џон (John) независно обjавили радове коjи су поставили основе савременог
концепта фотонских кристала [52, 53]. Jаблонович jе предложио њихову при-
мjену за контролу густине фотонских стања и спонтаног емитовања, док jе
Џон указао на њихову улогу у локализациjи и управљању свjетлошћу. Прва
експериментална реализациjа тродимензионалног фотонског забрањеног опсега
постигнута jе 1991. године у микроталасном домену, у структури познатоj као
„Jаблоновит“. Неколико година касниjе, 1996, Краус (Krauss) jе демонстрирао
први дводимензиони фотонски кристал на оптичким таласним дужинама [57],
чиме jе омогућен пренос техника из полупроводничке индустриjе у ову област.
Убрзо затим, Расел (Russell) jе развио фотонска кристална влакна [58], чиjе су
особине значаjно надмашиле могућности класичних оптичких влакана.

У наредним децениjама услиjедио jе развоj напредних техника фабрикаци-
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jе, као што су структуре налик на наслагане диелектричне греде (woodpile)
и инверзни опали [46]. Данас су фотонски кристали реализовани и темељно
истражени у jедноj (1Д), двиjе (2Д) и три (3Д) димензиjе, Слика 2.2, а њихове
примjене обухватаjу ласере, ЛЕД диоде, фотонска влакна, сензоре и интегрисана
фотонска кола.

Приликом одређивања димензионалности фотонског кристала, мисли се на
броj просторних димензиjа у коjима се периодично миjења индекс преламања.
Код 1Д фотонских кристала индекс преламања варира у jедном правцу; типични
примjери су Брагова огледала и диелектрични премази. Код 2Д фотонских кри-
стала вариjациjа се jавља у двиjе димензиjе, док jе у трећоj структура хомогена;
примjер су фотонске кристалне плоче (photonic crystal slabs) са периодичним
распоредом рупа у полупроводничком материjалу, коjе омогућаваjу вођење и
контролу свjетлости у равни. У 3Д фотонским кристалима индекс преламања
варира у све три димензиjе, што доводи до сложениjе структуре фотонских
забрањених зона и ефикасниjе контроле свjетлости.

Слика 2.2: Примjери 1Д, 2Д и 3Д фотонских кристала (са лиjева на десно).
Различите боjе означаваjу различите вриjедности диелектричне константе.

Како фотонске решетке представљаjу низове таласовода међусобно повеза-
них еванесцентним пољима оне показуjу сличне поjаве као кристали, попут
Брилуенових зона и спектралне структуре дозвољених и забрањених зона, али
имаjу и своjе особености везане за усмjеравање и контролу свjетлости. У та-
квим системима енергиjа се води кроз поjединачне таласоводе, али захваљуjући
преклапању еванесцентних поља може “прескакати” у сусjедне канале.

1Д низове таласовода карактерише периодичност у jедном попречном правцу
и транслациона инвариjантност дуж z-осе, док 2Д решетке имаjу распоред у два
попречна смjера и омогућаваjу богатиjе динамичко понашање. У том погледу,
показуjу аналогиjу са фотонским кристалним влакнима, jер и jедни и други
користе периодичност за управљање просторном расподjелом свjетлости.

Поjаве као што су Брагова рефлексиjа и интерференциjа имаjу значаjну улогу
и у решеткама, па чак и у линеарном режиму доводе до динамике суштински
различите од хомогених медиjума. Управо зато се низови таласовода често
користе као моделни системи за проучавање транспортних феномена аналогних
кретању електрона у кристалним полупроводницима.
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У пракси, фотонске решетке могу се реализовати различитим техникама —
од класичних поступака у полупроводничкоj технологиjи до директног ласер-
ског уписивања у стакло [59, 60, 61, 19]. На Слици 2.3 приказани су примjери
реализованих структура добиjених овим методама.

Слика 2.3: Примjери фотонских решетки. а) оптички индукована решетка у
фоторефрактивном кристалу; б) решетка таласовода уписана фемтосекундним
ласером у топљени силициjум-диоксид; в) низ таласовода са резонаторима у
облику прстена у силициjуму. Преузето из [62].

2.2 Гранични услови и дизаjн решетке
Гранични услови у фотонским решеткама имаjу пресудан утицаj на изглед

енергетског спектра и симетриjе система. Приликом моделирања наjчешће се
разматраjу отворени и периодични (торусни) услови, као и специфичне конфи-
гурациjе попут цик-цак (zig-zag), армчер (armchair) и беардед (bearded) ивица
[63, 14], Слика 2.4. Отворени услови доводе до локализованих ивичних стања
осjетљивих на геометриjу и дужину решетке [64, 11], док периодични услови
симулираjу бесконачан систем у коме jе транслациона симетриjа у потпуности
очувана [13]. За разлику од њих, цик-цак и армчер услови, карактеристични за
хексагоналне и сродне решетке, уводе додатне ефекте коjи значаjно миjењаjу
спектралну структуру и могу довести до формирања равних зона (flat bands) [65],
модификациjе тополошких инвариjанти и поjаве различитих типова заштићених
ивичних стања [18]. Посебно, армчер услови нарушаваjу одређене симетриjе у
односу на цик-цак, што резултира помjерањем енергетских нивоа и измjеном
дисперзионих односа у близини Диракових тачака. Због тога избор граничних
услова представља кључан фактор у разумевању тополошких фаза и робусности
ивичних мода у фотонским решеткама.

Фотонске решетке у облику саћа (honeycomb), коjе ће и бити предмет диjела
истраживања ове дисертациjе, представљаjу оптички аналог графена и омо-
гућаваjу детаљно проучавање поjаве ивичних стања у дискретним системима
[11, 13]. Као што jе познато из физике кондензоване материjе, спектар енергиjа
у оваквим структурама jако зависи од граничних услова, односно од врсте ивица
коjе се реализуjу у систему. Eнергетски спектар, односно зависност своjстених
вриjедности од таласног вектора, приказан jе на Слици 2.4 б). Jасно се уочава
постоjање дисперзивних зона (bulk bands), између коjих се формираjу ивичне
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Слика 2.4: a) Фотонска решетка у облику саћа са различитим типовима ивица –
цик-цак, амрчер и беардед. б) Спектар своjствених вриjедности коjи приказуjе
поjаву ивичних мода локализованих на цик-цак и беардед ивицама унутар
забрањене зоне. Преузето и адаптирано из [64].

моде. Модe локализованe на цик-цак ивици (означене зеленом линиjом) и на
беардед ивици (означене црвеном линиjом) показуjу фундаментално различита
своjства. Док цик-цак ивица подржава ивичне моде у одређеним опсезима ври-
jедности интензитета таласног вектора, беардед ивица омогућава поjаву равних
спектралних линиjа коjе кореспондираjу са слабо дисперзивним и локализованим
стањима [66].

Експериментална посматрања ивичних стања у фотонским решеткама у
облику саћа потврђуjу да постоjи потпуна аналогиjа са електронским системима
у графену. То омогућаваjе детаљно проучавање улоге симетриjа, тополошких
инвариjанти и дизаjна граничних услова на поjаву робусних локализованих
мода [18] у систему. На таj начин, фотонске структуре постаjу изузетно погодна
платформа за емулaциjу квантних поjава у класичним оптичким системима,
уз предност високе контролисаности параметара и лакше експерименталне
реализациjе.

Фотонске решетке се могу креирати на више начина у зависности од материjа-
ла и потребне геометриjе. Jедан од наjчешће коришћених поступака jе ултрабрзо
(фемтосекундно) ласерско урезивање (или уписивање) таласовода у стаклу (нпр.
фузионом кварцу или боросиликату) [67, 68, 61], коjе омогућава генерисање
тродимензионалних конфигурациjа. Поред тога, у нелинеарним фоторефрактив-
ним кристалима (као што jе стронциjум-бариjум-нитрат, SBN) решетке се могу
динамички формирати оптичком индукциjом [59]. За добиjање микрометарских
и нанометарских структура користи се и директно ласерско уписивање засновано
на двофотонскоj полимеризациjи, наjчешће у полимерним материjалима [69].
Такође, у стаклу и кристалима примjењуjу се и jонска или протонска измjена
[70], чиме се уноси контролисана промjена индекса преламања. На оваj начин,
зависно од материjала (стакло, фоторефрактивни кристали, полимери), могу се
реализовати разноврсне фотонске решетке погодне за интегрисану фотонику и
истраживање тополошких ефеката.

За детаљно проучавање простирања свjетлости кроз дискретне системе по-
требно jе да таласоводне решетке испуњаваjу више услова. Приjе свега, споjеви
између поjединачних елемената мораjу бити довољно хомогени како би се избjе-
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гле статистичке неправилности и хаотично понашање. Такође, параметри сваког
таласовода треба да буду контролисани и подесиви, што омогућава увођење
вjештачких дефеката. Поред тога, неопходна jе флексибилност у геометриjи,
како би било могуће реализовати 1Д и 2Д периодичне конфигурациjе, али и
непериодичне распореде као што су укрштања или спаjања таласовода. На
краjу, реализоване структуре мораjу бити стабилне и траjне. Сви ови захтjеви
могу се испунити методом директног ласерског уписивања фемтосекундним (fs)
импулсима.

Када се снажно фокусирани ултракратки импулси усмjере у унутрашњост
прозирног материjала, долази до нелинеарне апсорпциjе коjа изазива оптички
пробоj и формирање микроплазме. Накнадни релаксациони процеси доводе до
траjне модификациjе микроструктуре, наjчешће у облику локалног повећања
индекса преламања. Ова промjена се повезуjе са прерасподjелом атомских и
молекулских веза, као и са вариjациjама у локалноj густини и уређености мреже,
што на краjу резултира измиjењеним оптичким своjствима материjала.

Тачан механизам траjне модификациjе микроструктуре, а самим тим и
промjене индекса преламања усљед фемтосекундног ласерског писања, зависи од
врсте материjала. Уобичаjено укључуjе реорганизациjу на нанометарском нивоу,
што омогућава формирање стабилних таласоводних канала унутар запреминских
(bulk) узорака. У случаjу да су сферне аберациjе настале на површини узорка
мале, димензиjе измиjењене зоне одређене су величином фокусне региjе обjектива
за писање и могу се приближно проциjенити као:

w0 = M2λ

πNA
, b = M2λ

πNA2 (2.1)

гдjе jе w0 полупречник waist-а (наjужи полупречник ласерског снопа у фокусу),
b Реjлиjева дужина, M2 параметар квалитета снопа коjи карактерише одступа-
ње реалног ласерског зрака од идеалног Гаусовог, а NA нумеричка апертура
обjектива.

Помjерањем узорка попречно у односу на зрак, добиjа се континуална мо-
дификациjа и тиме се формира таласовод, Слика 2.5. Такав таласовод може
бити уписан дуж произвољне путање, jер jе jедино ограничење жижна даљина
обjектива за писање. Све структурне промjене су траjне и стабилне након израде.
Своjства вођења свjетлости поjединачних таласовода jако зависе од параметара
уписивања. У вишедимензионом простору параметара, траjање импулса, енерги-
jа импулса и брзина уписивања су кључни за формирање жељене расподjеле
индекса преламања. Модулациjа индекса преламања опада са порастом брзине
уписивања због мањег преклапања између узастопних импулса [25]. Ово се може
искористити за модификациjу вођених мода, jер при мањим промjенама индекса,
мода jе слабиjе конфинирана, што доводи до већег еванесцентног поља.
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Слика 2.5: Скица уписивања таласовода фемтосекундним ласером у транспа-
рентни материjал.

2.3 Простирање свjетлости кроз фотонску решетку
Описивање простирања свjетлости у диелектричним структурама полази од

Максвелових jедначина за континуалну средину:

∇ · D = ρ, (2.2а)
∇ · B = 0, (2.2б)

∇ × E = −∂B
∂t
, (2.2в)

∇ × H = J + ∂D
∂t

, (2.2г)

гдjе jе E jачина електричног поља, D = ε0E+P електрична индукциjа, ρ густина
слободних наелектрисања, B магнетна индукциjа, H jачина магнетног поља и J
густина слободне струjе.

У даљем разматрању претпостављамо да у средини нема слободних наелек-
трисања и струjа и да jе немагнетна, тj. ρ = 0, J = 0 и M = 0. Примjеном ротора
на jедначину (2.2)c и употребом jедначине (2.2)d добиjа се таласна jедначина у
нехомогеном диелектрику:

∇2E + 2∇
(∇n
n

· E
)

− n2

c2
∂2E
∂t2

= 0, (2.3)

Уколико jе промjена индекса преламања мала, ∇n/n << 1, други члан у
претходноj jедначини можемо занемарити, па добиjамо Хелмхолцову jедначину:

∇2E − n2

c2
∂2E
∂t2

= 0. (2.4)
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Размотримо монохроматски ласерски сноп коjи се простире дуж z-осе, са
угаоном фреквенциjом ω и уздужним таласним броjем kz. Електрично поље
пишемо у облику:

E(r, z, t) = ep A(r, z) e ikzz−iωt, r = (x, y), (2.5)

гдjе jе A(r, z) споро променљива енвелопа, а ep jединични вектор поларизациjе.
Параксиjална апроксимациjа [71] подразумиjева уски трансверзални спектар
(kz ≫ kx, ky) и спору промjену омотача дуж z, тj.∣∣∣kz ∂zA

∣∣∣ ≫
∣∣∣∂2

zA
∣∣∣. (2.6)

Убацивањем овог израза у Хелмхолцову jедначину ∇2E + k2
0n

2(x, y, z)E = 0
(са k0 = ω/c) и занемаривањем ∂2

zA добиjа се параксиjална jедначина:

2ikz ∂zA + ∇2
⊥A + k2

0

[
n2(x, y, z) − n2

0

]
A = 0, (2.7)

гдjе jе ∇2
⊥ = ∂2

x+∂2
y и n0 референтни индекс (нпр. индекс позадине). За n(x, y, z) =

n0 + ∆n са |∆n| ≪ n0 слиjеди n2 − n2
0 ≃ 2n0 ∆n и, стога,

i ∂zA = − 1
2kz

∇2
⊥A − k2

0
2kz

2n0 ∆nA = − 1
2k0n0

∇2
⊥A − k0

n0
∆nA. (2.8)

гдjе jе ∇2
⊥ = ∂2

x + ∂2
y трансверзални Лапласиjан а c брзина свjетлости. Индекс

преламања можемо записати као

n = n0 + δnL + δnNL(|A|2), (2.9)

гдjе jе n0 константна позадинска вриjедност, δnL мала линеарна модулациjа
(нпр. усљед структуре решетке), а δnNL нелинеарни допринос коjи зависи од
интензитета снопа |A|2. Пошто су δnL и δnNL знатно мањи од n0, таласни броj у
z-правцу може се апроксимирати као

kz ≃ ω

c
n0, (2.10)

док се ефекти модулациjа уносе као мале корекциjе у параксиjалну jедначину.
Погодно jе параксиjалну jедначину свести на бездимензиони облик.

Уводимо бездимензионалне промjенљиве: трансверзално растоjање у jеди-
ницама карактеристичне дужине a и пропагационо растоjање у jединицама
z0 = kza

2,

r = a r̃, z = z0 z̃, ∇2
⊥ = 1

a2 ∇̃2, (2.11)

и нормализовану енвелопу A. Параксиjална jедначина тада има облик кубне
нелинеарне Шредингерове jедначине

i
∂A

∂z
− 1

2∇2
⊥A+ V A+ δ(|A|2)A = 0. (2.12)
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Предходно наглашава аналогиjу између параксиjалног простирања свjетлости
и поjавa коjе се jављаjу у физици кондензоване материjе. Jедна од наjпознатиjих
и наjзначаjниjих особина нелинеарне Шредингерове jедначине jесте постоjање
солитона [54] – нелинеарних, самоконфинираних таласа код коjих нелинеарни
члан управо поништава ефекат линеарне дифракциjе.

Из претходног разматрања види се да се простирање свjетлости у континуал-
ним диелектричним структурама у параксиjалноj апроксимациjи може описати
jедначином коjа има облик Шредингерове jедначине и описуjе споро варираjући
трансверзални профил свjетлосног снопа.

У фотонским решеткама ситуациjа jе другачиjа: улазни сноп jе уско локализо-
ван унутар поjединачног таласовода, а пренос енергиjе у сусjедне канале настаjе
преко еванесцентног преклапања њихових мода. Таj дискретни карактер систе-
ма природно води ка примjени теориjе спрегнутих мода (Coupled Mode Theory,
CMT) [72], коjа представља оптичку аналогиjу модела чврстих веза (tight-binding
model) у квантноj механици. У том контексту, еволуциjа свjетлости у низовима
таласовода описуjе се као међусобно спрезање дискретних таласоводних мода,
при чему jачина интеракциjе зависи од преклапања њихових еванесцентних
репова.

Броjни интегрисани оптички уређаjи, као што су дирекциони споjници
(directional couplers), дjељитељи снаге, модулатори, прекидачи и други, засниваjу
се управо на спрегнутим таласоводима у коjима се оваj механизам реализуjе.

Системи спрегнутих таласовода могу се описивати на различитим нивоима
апроксимациjе. Два наjчешће коришћена, а уjедно и комплементарна приступа
су теориjа спрегнутих мода (CMT) и Флоке–Блохов формализам [46]. CMT
пружа поjедностављени, дискретни опис погодан за структуре са jасно дефини-
саним таласоводним каналима и еванесцентним спрезањем, док jе Флоке–Блохов
формализам општиjи: он полази директно од таласне jедначине у Фуриjеовом
простору за 2Д периодичну решетку, коjа има облик:

∇2E(r, w) − ∇[∇E(r, w)] + w2

c2 ε(x, y;w)E(r, w) = 0. (2.13)

Флоке–Блохов формализам омогућава опис и мода вишег реда, jер ниjе огра-
ничен на прву Брилуенову зону већ даjе комплетну зонску структуру фотонске
решетке. Насупрот томе, теориjа спрегнутих мода примjењуjе се само у оквиру
прве зоне, пошто у њоj допринос виших зона ниjе укључен у рjешење таласне jед-
начине. Ипак, услови већине експеримената на низовима таласовода оправдаваjу
коришћење овог поjедностављеног приступа, па ће он бити усвоjен у наставку
рада.

Оваj формализам представља аналитички модел преноса снаге између су-
сjедних таласовода путем еванесцентног преклапања њихових вођених мода, као
и између различитих мода истог таласовода усљед пертурбациjа индекса прела-
мања. Да би спрезање било ефикасно, еванесцентно поље мора имати довољно
широку просторну распрострањеност, Слика 2.6 в), што, између осталог, зависи
од пуне ширине на половини максимума (FWHM – Full Width at Half Maximum)
упадног снопа.

Уколико jе ширина снопа знатно мања од периода решетке d, моде поjе-
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диначних таласовода готово да не „осjећаjу” сусjедне и њихове амплитуде се
развиjаjу независно током пропагациjе. Супротно томе, када су ширина снопа
и ширина таласовода упоредиве, долази до дjелимичног преклапања сусjедних
мода, што омогућава међусобни пренос енергиjе и вариjациjе амплитуда дуж
правца простирања. При високим интензитетима упадног зрачења jављаjу се
и нелинеарни ефекти, пошто индекс преламања постаjе функциjа интензитета
свjетлости.

Слика 2.6: а) Дифракциjа снопа у континуалном медиjуму; б) Дискретна ди-
фракциjа снопа у медиjуму са периодично променљивим индексом преламања; в)
Скица низа таласовода. Модална поља поjединачних таласовода се преклапаjу,
што доводи до преноса енергиjе између сусjедних таласовода. Преузето из [73].

У линеарном случаjу, односно када су снаге упадне свjетлости недовољно
велике па се нелинеарни ефекти могу занемарити, те под претпоставком да су
сви таласоводи идентични и да постоjи само спрезање између првих сусjеда,
еволуциjа комплексних амплитуда електричног поља, надаље означавана са
ψn(z) у n-том таласоводу дуж правца простирања z дата jе системом линеарних
диференциjалних jедначина облика:

i
dψn

dz
+ βψn + C(ψn−1 + ψn+1) = 0 (2.14)

гдjе jе β пропагациона константа посматране моде у уздужном (z) правцу, C
константа спрезања коjа квантитативно описуjе размjену енергиjе између два
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сусjедна таласовода. Константа спрезања C у општeм случаjу може се изразити
преко интеграла преклапања нормализованих трансверзалних профила мода
ψn(x, y) и ψn+1(x, y) сусjедних таласовода:

C ∝
∫∫

ψ∗
n(x, y) ∆n(x, y)ψn+1(x, y) dx dy (2.15)

гдjе jе ∆n(x, y) просторна дистрибуциjа измjене индекса преламања коjа омогу-
ћава спрезање.

Jедан од наjjедноставниjих случаjева настаjе када jе на улазу побуђен само
jедан таласовод,

ψn(0) = δn,0, β = const. (2.16)

За овакав почетни услов, аналитички се добиjа решење за амплитуду у n-том
таласоводу:

ψn(z) = inJn(2Cz) eiβz, (2.17)

гдjе jе Jn Беселова функциjа прве врсте n-тог реда.
Оваj резултат показуjе да, усљед периодичне структуре решетке, оптичко

поље „тунелуjе“ кроз низ таласовода, удаљаваjући се од инициjално побуђеног
таласовода. Интензитет свjетлости при томе ниjе максималан у централном
таласоводу, већ се временом концентрише у бочним областима и ова поjава jе
позната као дискретна дифракциjа [54, 73]. Ово jе у потпуноj супротности са
понашањем у континуалним срединама, гдjе jе енергиjа наjчешће концентрисана
око центра снопа. Основна разлика лежи у томе што континуална дифракци-
jа описуjе глобално, непрекидно ширење таласа, док дискретна дифракциjа
резултира локализованим, канализованим или спрегнутим преносом енергиjе.

У фотонским решеткама дискретна дифракциjа може бити намjерно проjекто-
вана. Неуобичаjене дисперзионе особине низа таласовода омогућаваjу контролу
ширења свjетлосних снопова и даjу могућност активног управљања дифракциjом
[45]. Сваку моду решетке можемо описати као проширену Блохову моду са своj-
ственом константом пропагациjе, док jе правац простирања одређен нормалним
градиjентом енергетскe зоне.

Током линеарне пропагациjе моде се међусобно не миjешаjу већ се развиjаjу
независно, задржаваjући своjе фазе. Почетни облик побуде може се разложити у
суперпозициjу Блохових мода, тако да jе групна динамика директно условљена
геометриjом зона. Како моде током пропагациjе стичу различите релативне
фазе, таласни облик на излазу из решетке може имати просторни профил знатно
измиjењен у односу на улазни. На оваj начин фотонске решетке омогућаваjу
контролисано управљање дифракциjом свjетлосних снопова, што jе аналогно
управљању дисперзиjом импулса у оптичким влакнима.

Наjjедноставниjи начин да се дисперзиона своjства фотонских решетки кван-
тификуjу jесте разматрање пропагациjе равних таласа, коjи представљаjу еле-
ментарна риjешења у периодичном систему. За таласни облик

Ψn(z) = Ψ0 exp[ikxnd+ ikzz] , (2.18)
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гдjе jе kx трансверзална компонента таласног вектора, kz константа пропагациjе,
а d растоjање између центара сусjедних таласовода, убацивање у jедначине
спрегнутих мода доводи до дисперзионе релациjе фотонске решетке:

kz = 2C cos(kxd). (2.19)

Ова релациjа kz(kx) игра улогу аналогну дисперзионоj релациjи ω(k) у вре-
менскоj области: као што ω(k) дефинише дозвољене фреквенциjе у функциjи
таласног броjа, тако kz(kx) дефинише дозвољене константе пропагациjе у функ-
циjи трансверзалног таласног броjа. Линеарне моде у низу таласовода стога су
проширене Флоке–Блохове моде са спектром преноса коjи се састоjи од дозвоље-
них зона раздвоjених забрањеним зонама. То значи да за одређене вриjедности kx

постоjи опсег константи пропагациjе коjи ниjе дозвољен, што фотонске решетке
суштински разликуjе од хомогених медиjума или слободног простора.
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Глава 3

Тополошке фазе и инвариjанте у
фотоници

Топологиjа jе грана математике коjа се бави величинама коjе остаjу непромиjе-
њене под континуираним деформациjама [74, 75]. На примjер, обjекти приказани
на Слици 3.1 могу се континуирано деформисати тако да, иако имаjу разли-
читу геометриjу, буду описани истом топологиjом, и као такви представљаjу
тополошке еквиваленте. Различите топологиjе се математички карактеришу
цjелоброjним величинама коjе се називаjу тополошке инвариjанте [76, 77]— то су
величине коjе се не миjењаjу под произвољним континуираним деформациjама
система. За затворене површине приказане на Слици 3.1, тополошка инвариjанта
jе род (genus), коjи одговара броjу рупа унутар површине. Обjекти са истом
тополошком инвариjантом припадаjу истоj тополошкоj фази. Само када се рупа
створи или уклони, инвариjанта се миjења, а та промjена представља тополошки
фазни прелаз.

Поље тополошке фотонике заснива се на концептима коjи су првобитно
развиjени у циљу разумиjевања тополошких стања у физици кондензоване ма-
териjе, као и на открићу тзв. тополошких изолатора [11, 13, 14, 15, 16, 17].
Тополошки изолатори представљаjу класу материjала коjи су изолатори у балку,
али подржаваjу бездисипативну проводљивост на своjоj површини, чак и у
присуству великих нечистоћа. Почетак овог истраживачког правца везуjе се за
откриће интегралног квантног Холовог ефекта 1980. године [6]. У том ефекту,
дводимензиони електронски гас под деjством jаких магнетних поља показуjе
стабилне платое у Холовоj проводљивости, чиjе вриjедности одговараjу цjело-
броjним умношцима основне константе e2/h. Важност овог ефекта превазишла
jе инициjално експериментално запажање, jер je показано да се циjели броj у
проводљивости може повезати са тополошком инвариjантом — Черновим броjем
[5]. Ова величина описуjе глобалну структуру таласне функциjе у простору
импулса и не зависи од локалних детаља система, већ од његове тополошке
природе.

Халдеjн и Рагу прениjели су кључне особине овог електронског модела у
област фотонике [1]. Теориjски су предложили фотонски аналогон квантног
(аномалног) Холовог ефекта у фотонским кристалима — периодичним структу-
рама оптичких материjала коjе усмjераваjу фотоне на сличан начин као што
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Слика 3.1: Тополошки еквиваленти обjекти са истом вриjедношћу тополошке
инвариjанте: а) род=1; б) род=0.

чврста тиjела утичу на понашање електрона. Ванг и сарадници представили
су реалистичне материjалне дизаjне и експерименталне потврде [7], чиме jе
тополошка фотоника постала ново и брзорастуће поље.

У класичним таласоводима повратна рефлексиjа представља озбиљну пре-
преку развоjу великих интегрисаних фотонских система. Насупрот томе, jедно-
смjерни ивични таласоводи засновани на тополошким принципима омогућаваjу
пренос електромагнетних таласа без рефлексиjе уназад, чак и у присуству jа-
ких поремећаjа. Због тога тополошка фотоника представља основу за развоj
робусних и функционално jединствених фотонских уређаjа, отпорних на техно-
лошке несавршености и промjене у окружењу, као и за нове типове примjена у
интегрисаноj фотоници.

3.1 Бери фаза
Прво ћемо увести величину коjа представља кључни алат за одређивање

тополошких инвариjанти и карактерисање тополошких фаза квантних система. У
квантноj механици стања физичког система описуjу се векторима у Хилбертовом
простору. Међутим, множење таквог вектора произвољним комплексним фазним
фактором не миjења физички садржаj стања. Ова слобода избора фазе позната
jе као геjџ (gauge) трансформациjа:

|Ψ⟩ −→ eiα|Ψ⟩, α ∈ [0, 2π) (3.1)

У том контексту, апсолутна фаза вектора |Ψ⟩ не носи физичку информациjу.
Слиjеди да jе релативна фаза два неортогонална стања |Ψ1⟩ и |Ψ2⟩ дефинисана
као

γ12 = −arg⟨Ψ1|Ψ2⟩ (3.2)

гдjе arg(z) означава фазу комплексног броjа z. Jасно jе да релативна фаза
задовољава однос

e−iγ12 = ⟨Ψ1|Ψ2⟩
|⟨Ψ1|Ψ2⟩|

. (3.3)
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Слика 3.2: а) Бери фаза γL петље коjа се састоjи од три стања дефинисана
релативним фазама; б) Бери флукс као сума Бери фаза плакета коjе се налазе
унутар петље. Преузето из [22]

Међутим, релативна фаза ниjе инвариjантна на локалне геjџ трансформациjе.
Ипак, управо се она користи као основа за дефинисање Бери фазе [22]. Ако
узмемо N ≥ 3 стања у Хилбертовом простору, поређамо их у затворену петљу
и израчунано акумулирану фазу дуж петље, добиjамо Бери фазу коjа jе геjџ-
инвариjантна. За стања |Ψj⟩, гдjе jе j = 1, 2, . . . , N , и за уређену листу L =
(1, 2, . . . , N) коjа дефинише петљу, као што jе приказано на Слици 3.2a), Бери
фаза се дефинише као

γL = −argå−i(γ12+γ23+...+γN1) = −arg(⟨Ψ1|Ψ2⟩⟨Ψ2|Ψ3⟩...⟨ΨN |Ψ1⟩) (3.4)

Уколико посматрамо Хилбертов простор квантних стања и коначну дводимен-
зионалну квадратну решетку са тачкама означеним n,m ∈ Z, 1 ≤ n ≤ N, 1 ≤
m ≤ M , и свакоj тачки придружимо квантно стање |Ψn,m⟩ ∈ H, рачунање Бери
фазе дуж петље L укључуjе множење већег броjа геjџ-зависних комплексних
броjева. Да бисмо то избjегли, уводи се поjам Бериjевог флукса, дефинисаног за
сваку плакету (елементарни квадрат) решетке, Слика 3.2б). Плакета се означава
координатама свог доњег лиjевог угла (n,m), а њен флукс дефинише се као
збир релативних фаза дуж њене ивице.

Fn,m = −arg exp[−i(γ(n,m),(n+1,m)+γ(n+1,m),(n+1,m+1)+γ(n+1,m+1),(n,m+1)+γ(n,m+1),(n,m)].
(3.5)

Ако сада посматрамо производ свих фазних фактора плакета e−iFnm , уо-
чавамо да свака унутрашња ивица решетке припада тачно двjема сусjедним
плакетама. Пошто jе ориjентациjа фаза дуж ивица унаприjед фиксирана, до-
приноси ових двиjу плакета биће комплексно спрегнути jедан другом и, као
посљедица, међусобно се поништаваjу. На таj начин добиjамо еквиваленциjу:

еxp[−i
N−1∑
n=1

M−1∑
m=1

Fnm] = e−iγL . (3.6)

Оваj резултат подсjећа на Стоксову теорему, коjа повезуjе површински инте-
грал ротора векторског поља са линиjским интегралом тог поља дуж границе
површине. У нашем случаjу, збир релативних фаза, односно Бери фаза γL, игра
улогу линиjског интеграла, док двострука сума Бериjевих флуксева одговара
површинском интегралу. До сада jе све било дефинисано у дискретном случаjу.
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Бери (M. V. Berry) jе у свом раду [78] из 1984. године увео поjам геометриjске
фазе полазећи од Шредингерове jедначине. Нека jе Хамилтониjан Ĥ функциjа
параметара R = (X, Y, . . .) од коjих зависи. Ако се током временског интервала
од t = 0 до t = T параметри миjењаjу дуж затворене путање R(t) у простору
параметара, при чему важи R(T ) = R(0), тада jе еволуциjа система еквивалентна
кретању дуж кружног пута C, са Хамилтониjаном Ĥ(R(t)). Бери фаза γn(C) jе
у том случаjу одређена кружним интегралом у простору параметара и не зависи
од начина на коjи се путања прелази, под условом да jе кретање довољно споро
да jе адиабатска апроксимациjа испуњена

γn(C) = i
∮

C
⟨n(R)|∇Rn(R)⟩ · dR. (3.7)

Величина под интегралом, помножена са i, представља Бери конекциjу A(R)
коjа описуjе како се таласна функциjа миjења у зависности од параметра R.
Бери конекциjа се често тумачи као аналог векторског потенциjала у електро-
магнетизму. У том духу, Бери кривина одговара jачини магнетног поља, односно
ротору векторског потенциjала

Ω(R) = ∇R × A(R). (3.8)

Уведене величине омогућаваjу дефинисање и прорачун тополошких инвари-
jанти система. У дискретноj формулациjи, Чернов броj се дефинише као збир
Бериjевих флуксева на квадратноj решетки постављеноj на торусу (или, уопште,
на било коjоj ориjентабилноj затвореноj површини). У континуалноj формулаци-
jи, оваj збир се природно замjењуjе површинским интегралом Бериjеве кривине
преко цjелокупног простора параметара P :

C = − 1
2π

∫
P

Ωdxdy. (3.9)

3.2 Зак фаза
У претходном одjељку дефинисали смо Бери фазу и тополошку инвариjанту

у дводимензионалним просторима, тj. Чернов броj. Зак (J. Zak) jе у свом раду
увео Бери фазу за динамику електрона у периодичним чврстим тиjелима [9].
У таквим системима енергетски спектар има зонску структуру, тj. састоjи се
од интервала у коjима jе енергиjа непрекидна. Енергиjа у сваком поjасу зависи
од Блоховог квазиимпулса k, коjи се миjења унутар Брилуенове зоне. Кључна
особина концепта Бери фазе jесте постоjање непрекидног параметарског простора
дуж коjег стање система може описати затворену путању. У зонскоj структури
чврстих тиjела таj простор природно чини Брилуенова зона, коjа има топологиjу
торуса, при чему се k користи за описивање енергетских зона.

У периодичном систему квазиимпулс k jе очувана величина, а Блохова функ-
циjа ψnk(r) одређена jе броjем зоне n и вриjедношћу k. Ако се на систем примиjени
спољашња пертурбациjа коjа доводи до тога да k прати затворену путању унутар
Брилуенове зоне, функциjа ψnk(r) ће, у општем случаjу, акумулирати Бериjеву
фазу. Како Брилуенова зона има топологиjу торуса, k се у одређеном правцу
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може миjењати тако да се путања аутоматски затвара када се достигне ивица
зоне.

У систему без симетриjе, Бериjева фаза може имати произвољну вриjедност.
Међутим, у присуству симетриjа, могуће jе дефинисати специфичне путање
унутар Брилуенове зоне дуж праваца симетриjе, при чему Бериjева фаза бива
квантизована и поприма дискретне, добро дефинисане вриjедности.

Полазећи од Шредингерове jедначине за Блоховог електрона у jедноj ди-
мензиjи, у присуству временски зависног векторског потенциjала A(t), може се
извести израз за Бери фазу у jеднодимензионалном случаjу. Рjешење jедначине
претпостављамо у облику ψnk(x) = eikxunk(t)(x), гдjе n означава енергетску зону,
k квазиимпулс, а unk(x) периодични дио Блохове функциjе. У оквиру адиjабатске
апроксимациjе, рjешење се може записати као

ψ(x, t) = exp
(
iγn(t) − i

ℏ

∫ t

0
ϵn(k(t′)) dt′

)
ψnt, (3.10)

гдjе γn(t) представља временски зависан фазни фактор за енергетску зону n.
Враћањем овог рjешења у Шредингерову jедначину добиjа се израз за Бери
фазу:

γn =
∫ π

a

− π
a

Xnn(k)dk (3.11)

гдjе jе величина Xnn(k) позната у теориjи зона у чврстим тиjелима и дефинисана
jе као

Xnn(k) = 2π
a

∫ a

0
u∗

nk(x)i∂unk(x)
∂k

dx. (3.12)

Првобитно jе Бериjева фаза дефинисана за системе са цикличним Хамилто-
ниjаном, тj. за оне коjи задовољаваjу услов H(t+ T ) = H(t), гдjе jе T период
циклуса. У нашем случаjу, Хамилтониjан не мора испуњавати оваj услов циклич-
ности. Ипак, да би таласни броj k обухватио читаву Брилуенову зону, векторски
потенциjал A(t) мора да се промиjени за 2π

a
. У контексту Блоховог проблема,

таква промjена k сматра се цикличном, jер одговара калибрациjскоj (gauge)
трансформациjи коjа се компензyje тиме што важи

un,k+2π/a(x) = exp(−i2πx/a)unk(x). (3.13)

Због тога се Блохов проблем може посматрати као општиjи случаj Бери фазе:
иако Хамилтониjан ниjе нужно цикличан у стандардном смислу, он jе еквива-
лентан цикличном до калибрациjске трансформациjе. У jеднодимензионалном
случаjу овако дефинисана Бериjева фаза носи посебно име — Закова фаза — и
она jе геjџ инвариjантна.

3.3 Ивичне и нулте моде
Као што смо нагласили, рад Халдеjна и Рагуа [1] представља пионирски

допринос у успостављању концепта тополошке фотонике, у коjоj се тополо-
шки аспекти познати из физике кондензоване материjе преносе у оптичке и
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метаматериjалне системе. По први пут jе предложена теориjска реализациjа
фотонских структура са тополошки заштићеним ивичним модама, аналогним
хиралним (chiral) ивичним стањима у квантном Холовом ефекту. За разлику од
електронских система, гдjе jе потребно jако магнетно поље и ниске температуре,
њихов модел се заснива на магнето-оптичким материjалима коjи нарушаваjу
временски-инверзиону симетриjу (time-reversal symmetry), чиме се омогућава
jедносмjерно ширење свjетлости дуж ивице без расиjања уназад на препрекама
или неправилностима.

На први поглед ниjе било очигледно како прениjети концепте из квантног
Холовог ефекта — коjи подразумиjева наелектрисане честице и Лоренцову силу
у магнетном пољу — у систем неутралних бозона. Међутим, кључна идеjа jе
да квантни Холов ефекат може постоjати и без спољашњег магнетног поља,
у систему без густине магнетног флукса и без Ландауових нивоа. У таквим
системима, коjи се састоjе од Блохових стања са нарушеном временском симе-
триjом, тополошка своjства стања постаjу одлучуjућа. Управо таj увид Халдеjн
jе искористио као основ за пренос идеjа у фотонске системе.

У фотонским структурама поjава ивичних мода и њихова веза са Черновим
броjевима независна jе од статистике честица. Промjена Черновог броjа на гра-
ници између два региона различите топологиjе резултира поjавом jедносмjерних
ивичних мода, при чему њихов броj одговара разлици Чернових броjева између
региона. Како су Чернови броjеви тополошке инвариjанте, они не могу да се
миjењаjу континуално, већ искључиво у тачкама дегенерациjе енергетских нивоа
у Брилуеновоj зони, при критичноj вриjедности неког параметра Хамилтониjана
λ. У тим тачкама нивои размjењуjу Чернове броjеве, при чему jе њихов збир
очуван. Ово се наjчешће jавља у дводимензионим системима са временском и
инверзионом симетриjом, гдjе се нивои додируjу у тзв. Дираковим тачкама [79].

Да би се реализовале тополошке ивичне моде, конструисани су дводимен-
зиони фотонски кристали од магнето-оптичких материjала, гдjе се временска
симетриjа нарушава преко Фарадеjевог ефекта. У овом процесу поларизациjа
свjетлости ротира при проласку кроз материjал у магнетном пољу, што дово-
ди до раздваjања дегенерациjа фотонских поjасева и поjаве ненулте Бериjеве
кривине. Магнетно поље се примjењуjе нормално на раван простирања свjе-
тлости (Фарадеjева оса), а захваљуjући хексагоналноj геометриjи решетке, у
фотонском спектру се формираjу стабилне Диракове тачке. Нарушавањем вре-
менске симетриjе отвараjу се енергетски процjепи око тих тачака и настаjу зоне
са супротним ненултим Черновим броjевима. На граници између региона са
различитим Черновим броjевима поjављуjу се тополошки заштићене хиралне
ивичне моде.

Убрзо након теориjских предвиђања, експериментална потврда стигла jе у
раду [7], гдjе jе реализован фотонски кристал од феритних шипки у квадратноj
решетки под деjством магнетног поља. На оваj начин jе нарушена временска
симетриjа и омогућена поjава jедносмjерних и на расиjање имуних ивичних
мода. Оваj резултат не само да jе представљао прву демонстрациjу тополошких
ивичних мода у класичном (босонском) систему, већ jе и показао да фотонска
платформа може служити као универзална основа за симулациjу тополошких
феномена из физике кондензоване материjе, гдjе jе често тешко реализовати све
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потребне услове. Накнадни радови су потврдили да и у условима структурне
неуређености ове моде задржаваjу локализациjу, што додатно потврђуjе њихову
тополошку заштиту.

У оквиру класе ивичних мода, посебну пажњу привлаче тзв. нулте моде. Ради
се о стањима локализованим на ивици или дефекту структуре, чиjа енергиjа
(или фреквенциjа у фотонском контексту) лежи унутар спектралног процjепа
— наjчешће у близини нуле. Њихово постоjање наjчешће jе посљедица хиралне
или сродне заштитне симетриjе. Ове моде су високо локализоване и робусне на
локалне пертурбациjе. Са научног становишта, оне служе као индикатор тополо-
шке нетривиjалности система, а са практичног имаjу потенциjал за примjене у
фотонским колима, квантним тачкама и структурисаном транспорту свjетло-
сти. Нулте моде jављаjу се у SSH моделу, тополошким ласерима и различитим
метаматериjалним дизаjнима [36, 80].

Кључни предуслов за поjаву тополошких ивичних мода jесте нарушавање
симетриjа, у описаном примjеру временске инверзиjе. Међутим, то ниjе jедини
могући механизам — у овоj дисертациjи биће испитани и алтернативни путеви
за настанак тополошких стања у фотонским системима, као и њихова динамика
и робусност.

3.4 Балк-ивица коресподенциjа
Иако jе механизам коjи повезуjе тополошке инвариjанте у балку са поjа-

вом ивичних стања већ поменут у претходном поглављу, он до сада ниjе био
експлицитно идентификован као тзв. кореспонденциjа балк–ивица (bulk–edge
correspondence) [22]. Да бисмо боље разумjели њено значење, можемо се послу-
жити аналогиjама из класичне оптике. Оптичка огледала рефлектуjу свjетлост
у одређеном фреквентном опсегу, при чему до рефлексиjе долази услед непо-
стоjања доступних оптичких стања за те фреквенциjе. Аналогно енергетским
процjепима у електронским изолаторима, у овом случаjу се jављаjу фреквентни
процjепи. Уобичаjена огледала, као што су ваздух–метал интерфеjс или Брагови
рефлектори, тополошки су тривиjална и имаjу нулти Чернов броj. Насупрот
томе, огледала са ненултим Черновим броjем су тополошки нетривиjална. Наj-
занимљивиjи феномени jављаjу се на граничноj површини између два огледала
различите топологиjе. На слици 3.3(a) приказани су ивични таласоводи фор-
мирани на споjу огледала са истом (лиjево) и различитом (десно) топологиjом.
Разлика се jасно огледа у спектрима њихових ивичних мода унутар фреквентног
процjепа балка. На лиjевоj страни слике 3.3(б) види се да тривиjална огледала,
коjа имаjу исту вриjедност тополошке инвариjанте, могу бити директно повеза-
на на граници без затварања фреквентног процjепа. Међутим, када огледала
имаjу различите вриjедности Черновог броjа, топологиjа не дозвољава директно
повезивање. У том случаjу на граници долази до затварања фреквентног про-
цjепа, неутрализациjе тополошке инвариjанте и поновног отварања процjепа,
што представља тополошки фазни прелаз. Управо у таквим условима формира
се Дираков конус. Таj прелаз обезбjеђуjе настанак стања без процjепа (gapless),
тj. ивичне моде мораjу постоjати за све фреквенциjе унутар процjепа балка
огледала. Ова стања су тополошки заштићена, а њихов броj jеднак jе разлици
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између тополошких инвариjанти са обjе стране граничне површине. Управо ово
представља суштину кореспонденциjе балк–ивица.

Слика 3.3: Тополошки фазни прелаз; а) илустрациjа два таласовода формирана
огледалима коjи имаjу исте (лиjево) и различите (десно) топологиjе; б) примjер
тополошког фазног прелаза коjи настаjе приликом затварања фреквентог про-
цjепа.

3.5 Хирална симетриjа
Понашање физичких система у великоj мjери одређуjу симетриjе коjе они

посjедуjу. Симетриjе нису само апстрактна математичка своjства, већ предста-
вљаjу дубоку везу између закона природе и поjава коjе можемо очекивати у
конкретним физичким условима. Jедна од важних симетриjа jе хирална симе-
триjа. У наставку ће бити обjашњено шта она представља, у коjим системима
се jавља и какве последице њено присуство или нарушавање има на физичке
особине система.

Кажемо да систем са Хамилтониjаном Ĥ посjедуjе хиралну симетриjу [22]
уколико jе испуњено:

Γ̂ĤΓ̂† = −Ĥ, (3.14)

гдjе jе Γ̂ оператор хиралности коjи мора задовољавати сљедеће услове: да jе
унитаран и хермитски, Γ̂† = Γ̂ и Γ̂2 = I, као и да jе локалан. То значи да,
ако систем има структуру jединичних ћелиjа, матрични елементи оператора Γ̂
између чворова коjи припадаjу различитим ћелиjама мораjу нестаjати.

Користећи оператор хиралне симетриjе Γ̂ могу се дефинисати ортогонални
проjектори на подрешетке P̂A и P̂B као:

P̂A = 1
2(I + Γ̂), P̂B = 1

2(I − Γ̂), (3.15)

гдjе jе I оператор идентитета. Уз помоћ ових проjектора хирална симетриjа се
може еквивалентно дефинисати захтjевом да Хамилтониjан не повезуjе стања
унутар исте подрешетке: P̂AĤP̂A = P̂BĤP̂B = 0.
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Jедна од непосредних посљедица хиралне симетриjе jесте симетричност
спектра своjствених вриjедности Хамилтониjана. Сваком своjственом стању са
енергиjом E одговара хирално партнерско стање са енергиjом −E, што произила-
зи директно из Шредингерове jедначине и дефинициjе хиралне симетриjе (3.14).
Свака два таква стања мораjу бити ортогонална и имаjу jеднако распоређену
норму: половина на подрешетки A, половина на подрешетки B. Насупрот томе,
стања нулте енергиjе (нулте моде) могу бити локализована искључиво на jедноj
подрешетки — на примjер, циjела норма може бити на подрешетки A, док jе на
B нула. У том случаjу, стање jе уjедно и своjствено стање хиралног оператора,
па му не постоjи различито партнерско стање.

У случаjу запреминског Хамилтониjана у k-простору он се може записати
у облику Ĥ(k) = d(k)σ̂, гдjе су σ̂ Паулиjеве матрице. У присуству хиралне
симетриjе, вектор d(k) остаjе ограничен на dx–dy раван, што значи да нема
компоненту dz(k), односно важи dz(k) = 0. Због тога се краjња тачка вектора d(k),
док таласни броj k пролази кроз циjелу Брилуенову зону, креће по затвореноj
путањи у dx–dy равни, избjегаваjући координатни почетак. Ово избjегавање
имплицира постоjање енергетског процjепа у систему, тj. систем jе изолатор. У
таквом случаjу, може се дефинисати броj намотаjа (winding броj) као циjели
броj коjи представља колико пута затворена путања вектора d(k) обилази око
координатног почетка:

ν = 1
2π

∫ π

−π
(d̃(k) × d

dk
d̃(k))zdk. (3.16)

гдjе jе d̃ = d
|d| jединични вектор у правцу d(k).

Броj намотаjа се може израчунати и директно из запреминског Хамилтониjа-
на. Код система коjи посjедуjе хиралну симетриjу, због одсуства интеракциjе
између чворова исте подрешетке, Хамилтониjан jе ван-диjагоналног облика. То
значи да матрични елементи на диjагонали нестаjу, па се он може записати у
блок форми

Ĥ(k) =
(

0 h(k)
h†(k) 0

)
, h(k) = dx + idy (3.17)

гдjе h(k) садржи информациjу о спрези између подрешетки (примjер jе SSH
решетка [22]). Управо функциjа h(k) носи тополошку информациjу о систему,
а броj намотаjа ν дефинисан jе као броj пута колико комплексна функциjа
h(k) обилази око координатног почетка док k пролази кроз циjелу Брилуенову
зону. Сходно томе, броj намотаjа можемо записати као интеграл, користећи
комплексну логаритамску функциjу log(|h|eiargh) = log|h| + iargh:

ν = 1
2π

∫ π

−π
dk

d

dk
logh(k). (3.18)
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Глава 4

Нелинеарност и неермитски ефекти

Тополошки заштићена ивична стања су експериментално реализована и
теориjски предвиђена у разноврсним фотонским структурама као што су жиро-
магнетни фотонски кристали, низови спрегнутних оптичких резонатора, мета-
материjали, спирални низови таласовода [1, 7, 19, 18].

Иако су тополошки феномени до сада углавном проучавани у линеарним
фотонским системима, нелинеарни режим jе природно разматрати при вишим оп-
тичким снагама [33], што отвара кључно питање: какав jе утицаj нелинеарности
на тополошке фазе и ивична стања — и обрнуто? Концепт топологиjе енергет-
ских нивоа jе суштински везан за линеарне системе, конкретно за постоjање
зонске структуре са забрањеним енергетским процjепом, те његово проширење
на нелинеарне системе ниjе тривиjално. Ипак, очекуjе се да ће нелинеарни одзив
у фотоници и сродним областима, попут Бозе–Аjнштаjнових кондензата [81],
омогућити откривање нових функционалности у тополошким фотонским струк-
турама. Поред тога, нелинеарни ефекти могу омогућити реконфигурациjу и
контролу своjстава тополошких таласовода, као и ултрабрзу модулациjу њихових
оптичких особина.

Линеарни модели фотонских решетки коjи се могу реализовати у различитим
физичким платформама, као што су низови спрегнутих таласовода, микропр-
стенасти резонатори и фотонски кристали. То омогућуjе примjену фотонских
решетки у широком опсегу фреквенциjа, од оптичких (1014Hz), преко микротала-
сних (109Hz), до терахерцних (106Hz) опсега. У режимима са а jаком повратном
спрегом између интензитета свjетлости и своjстава средине, тj режимима са
нелинеарним одзивом средине, предходна универзална скалираност се нарушава.

Тополошки феномени у присуству нелинеарности у фотоници су проучавани
на различитим експерименталним платформама, као што су системи оптичких
таласовода [25, 82, 83], оптички резонатори [84, 85], атомски гасови, метаматери-
jали [86, 87]. У Табели 4.1 су приказани различити материjали коjи су коришћени
за испитивање нелинеарних ефеката у оптичким таласоводима, будући да управо
они представљаjу платформу од интереса у овоj дисертациjи.
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Платформа Материjал Спектрални опсег Снага, траjање

Оптички таласоводи AlGaAs 1530 nm 500 W, 100 fs
Силициjум-диоксид 800 nm 1 MW, 100 fs
Фоторефрактивни материjали 488 nm mW, CW
Литиjум-ниобат 1550 nm 4 kW, 9 ps
Халкогениди 1040 nm 10 kW, 300 fs

Табела 4.1: Преглед различитих материjала за оптичке таласоводе.

4.1 Простирање свjетлости кроз нелинеарне средине
Како се интензитет упадне свjетлости повећава, нелинеарни одзив материjала,

попут оних у Табели 4.1, директно утиче на начин на коjи се свjетлост простире
кроз фотонске решетке начињене од њих. У таквим условима, динамичка своj-
ства свjетлосних мода постаjу знатно сложениjа него у линеарном режиму. Нови
квалитет jе реализациjа динамичке локализациjе и настанак солитонских мода,
када се линеарна дисперзиjа (дифракциjа у дискретном режиму) и нелинеар-
ни ефекат самозаробљавања ’уравнотеже’ кроз инициjализациjу модулационе
нестабилности [88, 89].

Да бисмо разумели поjаву нелинеарног самозаробљавања [82, 59], наjпре се
треба подсjетити основних карактеристика линеарног ширења таласа у низовима
таласовода. У линеарном режиму, периодична структура решетке доводи до
формирања енергетских зона и забрањених зона унутар Брилуенове зоне. Таласи
се могу слободно простирати само ако њихове своjствене вриjедности (константе
пропагациjе) припадаjу дозвољеним зонама, док стања чиjе своjствене вриjед-
ности падаjу у забрањене зоне експоненциjално опадаjу у попречном правцу.
У нелинеарним срединама, поље своjим интензитетом миjења локални индекс
преламања, што дjелуjе као ефективан дефект у решетки. Због тог поремећаjа,
своjствена вриjедност новог стања може ући у забрањену зону. Тада одговараjућа
таласна функциjа постаjе локализована, опадаjући брзо ван региона у коме jе
нелинеарни поремећаj настао. На таj начин формира се дискретни солитон [90]
као само-локализовано стање у таласоводноj решетки.

Како се снага оптичког поља повећава, своjствена вриjедност солитонског ста-
ња се све више помjера унутар забрањене зоне, што доводи до jаче локализациjе
и смањења покретљивости снопа у попречном правцу.

Ако су таласоводи довољно раздвоjени, Флоке–Блохове моде из првe дозво-
љенe зоне могу се добро описати теориjом спрегнутих мода, представљеном у
другом поглављу, или приближно кроз тзв. модел чврстих веза. У том формали-
зму, локална везана стања поjединачних таласовода међусобно дjелуjу путем
еванесцентног преклапања. За Керове нелинеарне низове, амплитуде електрич-
ног поља En ових модa описуjу се дискретном нелинеарном Шредингеровом
jедначином:

i
dEn

dz
+ κ(En+1 + En−1) + |En|2En = 0. (4.1)

27



Ово jе општа форма дискретне еволуционе jедначине, при чему последњи
члан описуjе тзв. „on-site“ (локална) нелинеарност. Као и друге дискретне нели-
неарне jедначине решетки, попут Ферми–Паста–Уламовог проблема [91], Тодине
jедначине или Абловиц–Ладикове jедначине, и ова jедначина има као рjешење
дискретне солитоне.

Нелинеарни механизам зависи од материjала и може бити самофокусираjући
или дефокусираjући [92]. Локално повећање индекса преламања доводи до
самофокусирања, али само у режиму нормалне дифракциjе. Када jе присутна
дискретна дифракциjа, исто нелинеарно повећање индекса преламања може
имати супротан ефекат — довести до дефокусирања и ширења снопа. У оба
случаjа, ефекат зависи и од фазних односа у инициjалноj побуди, на примjер,
када постоjи фазна разлика π између сусjедних таласовода. Другим риjечима,
улазни сноп може се у нелинеарноj решетки сужавати или ширити, па се систем
понаша као сабирно или расипно сочиво у зависности од знака локалне промjене
индекса преламања. На Слици 4.1 приказани су примjери самофокусирања и
дефокусирања свjетлосних снопова, као и експериментална реализациjа ових
феномена у AlGaAs низовима таласовода.

Слика 4.1: Горе: а) самофокусираjућа (∆n > 0) и б) дефокусираjућа (∆n < 0)
средина; Доле: нелинеарно самофокусирање и дефокусирање у низу GaAlAs
таласовода, за благо различите почетне услове. а) упадни сноп; б) самофоку-
сирање усљед велике улазне снаге (I = 150W ); в) дефокусирање усљед велике
улазне снаге (I = 100W ). Преузето и адаприрано из [90].

4.2 Локална Керова и сатурациона нелинеарност
Jедан од основних начина на коjи материjал реагуjе на присуство оптичког

зрачења jесте помjерање наелектрисаних честица, приjе свега електрона, под
деjством електричног поља свjетлосног таласа. Оваj ефекат се на макроскоп-
ском нивоу описуjе вектором електричне поларизациjе P [93], коjи представља
диполни одговор материjала.
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У случаjу ниског интензитета свjетлости, поларизациjа jе пропорционална
електричном пољу E, што се назива линеарна оптичка реакциjа и описуjе односом

P = ε0χ
(1)E, (4.2)

гдjе jе χ(1) линеарна електрична сусцептибилност, а ε0 пермитивност вакуума.
Међутим, при довољно великом интензитету свjетлости, одговор материjала

постаjе нелинеаран, што значи да поларизациjа више ниjе линеарна функциjа
електричног поља. Општи развоj поларизациjе по jачини електричног поља има
облик:

P = ε0
(
χ(1)E + χ(2)E2 + χ(3)E3 + · · ·

)
. (4.3)

Овдjе χ(2) и χ(3) представљаjу нелинеарне сусцептибилности другог и трећег реда.
За материjале са центросиметричном кристалном структуром важи χ(2) = 0,
тако да jе наjзначаjниjи допринос нелинеарности управо трећег реда, тj. χ(3).
Материjали код коjих доминира оваj ефекат називаjу се Керови медиjуми, а
сама поjава зависности индекса преламања од интензитета свjетлости позната jе
као Керов ефекат.

У присуству Керове нелинеарности, индекс преламања материjала добиjа
додатни члан коjи зависи од интензитета:

n(I) = n0 + n2I, (4.4)

гдjе jе n0 линеарни индекс преламања, n2 Керов коефициjент повезан са χ(3), а
I интензитет упадне свjетлости.

Позитивна вриjедност n2 доводи до локалног повећања индекса преламања,
што резултуjе самофокусирањем снопа. Супротно томе, ако jе n2 < 0, jавља се
дефокусирање, односно распршивање снопа.

Поред тренутних, интензитет-зависних одговора као што jе Керов, постоjе и
материjали са засићуjућом нелинеарношћу. Они показуjу сличан ефекат, али са
ограничењем у износу промене индекса преламања при високим интензитетима.
У том случаjу, нелинеарни део индекса описуjе се функциjом:

n(I) = n0 + ∆nmaxI

I + Isat

(4.5)

гдjе су ∆nmax максимална промjена индекса преламања, а Isat интензитет засиће-
ња. У случаjу I ≪ Isat, ова функциjа се може линеаризовати и своди се на облик
Керове нелинеарности, што значи да Керов модел представља апроксимациjу
засићуjуће нелинеарности при малим интензитетима.

Са физичке стране, Керов ефекат одговара тренутном (електронском) одгово-
ру материjала, док се засићуjућа нелинеарност често jавља у фоторефрактивним
кристалима, гдjе jе промjена индекса посљедица спориjих механизама, као што
су миграциjа носилаца наелектрисања и електро-оптички ефекти.

На Слици 4.2 приказана jе зависност промjене индекса преламања од интензи-
тета упадне свjетлости за средине са Керовом и са засићуjућом нелинеарношћу.
Види се да при нижим интензитетима промjена индекса расте линеарно. Након
одређене вриjедности, у Керовим срединама та промjена наставља да расте
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линеарно, док у срединама са засићуjућом нелинеарношћу апсолутна промjена
индекса достиже ∆nmax и остаjе константна.

Слика 4.2: Зависност апсолутне промjене индекса преламања од интентитета
упадне свjетлости за средине са Керовом и засићуjућом нелинеарности.

4.3 Поjачање и губитак
У фотонским системима са активним или дисипативним компонентама jа-

вљаjу се такозвани неермитски ефекти, коjи нарушаваjу постулат ермитичности
Хамилтониjана карактеристичан за затворене, конзервативне системе [94, 95, 30].
Ермитичност, као услов H = H†, гарантуjе реалност енергетског спектра и очу-
вање норме у систему. Насупрот томе, неермитски Хамилтониjани, коjи описуjу
отворене системе са поjачањем (gain) или губицима (loss), имаjу комплексне
своjствене вриjедности чиjи имагинарни дио представља локалну стопу поjачања
или дисипациjе.

У фотонским решеткама, ови ефекти се реализуjу увођењем активних меди-
jума коjи обезбjеђуjу поjачање у одређеним регионима структуре (нпр. оптичким
пумпањем или електричним убризгавањем носиоца), док други диjелови могу
служити као канали губитака, пасивно (апсорпциjом) или активно дизаjнирани
као елементи за губитак [96, 97]. У ласерскоj физици, активни медиjум jе неопхо-
дан за компензовање губитака у резонатору, а исти принцип важи и за фотонске
поjачаваче. Пумпање активних медиjума може бити електрично или оптичко, а
у зависности од захтjева користе се полупроводници, допирани кристали, стакла,
керамике, гасови и други системи [71, 98]. На примjер, стакла допирана jонима
имаjу шири опсег поjачања и омогућаваjу генерисање ултракратких импулса, али
уз слабиjа термичка своjства и више прагове пумпања. Оптимизациjа концентра-
циjе допанта jе често кључна: превише допирања побољшава апсорпциjу пумпе
али може довести до гашења и губитака енергиjе. Физичка основа поjачања
jе наjчешће стимулисана емисиjа, док се рjеђе користи стимулисано Раманово
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расеjање. При високим интензитетима свjетлости jавља се засићење поjачања,
условљено смањењем популациjе горњег енергетског нивоа. С друге стране,
губици у медиjуму могу настати апсорпциjом, расиjањем (нпр. Реjлиjевим) или
преносом енергиjе у невођене моде услед савиjања таласовода. У поjединим
случаjевима, губици се могу компензовати или надокнадити поjачањем, нпр. у
ласерском поjачавачу или оптичком параметарском процесу.

Присуство поjачања и губитака мења динамику мода у систему: мода са
наjвећим поjачањем доминира у временскоj еволуциjи, што jе основа рада неер-
митских ласера. У фотонским решеткама, ови ефекти се наjчешће математички
описуjу додавањем члана iΓ у диjагоналне елементе ефективног Хамилтониjана,
Heff = H0 + iΓ, гдjе Γ описуjе просторну дистрибуциjу поjачања и губитака. На
таj начин, фотонске решетке постаjу платформа за проучавање не само ласерске
и нелинеарне динамике, већ и нових фаза у материjалима, као што су неермитске
тополошке фазе. Топлошким фазама придружене су своjствене тополошке инва-
риjанте, прилагођене условима комплексног спектра и асиметричне временске
еволуциjе, што их суштински разликуjе од ермитских аналога.

Узаjамно дjеловање неермитских ефеката и нелинеарности представља jедно
од кључних фундаменталних питања у савременоj фотоници. У линеарним PT
(Parity-Time)-симетричним системима добро jе познато да долази до наглих
прелаза своjствених вриjедности из реалног у комплексни домен. Међутим,
присуство нелинеарности, као што jе Керов ефекат, може значаjно измиjенити
ова понашања. Теориjски модели, а потом и експерименти у двоструким полу-
проводничким микрорезонаторима, показали су да нелинеарност може довести
чак и до поновног уласка система у PT-симетричну фазу, иако jе симетриjа
у линеарном режиму већ била нарушена. Такви ефекти, проузроковани, на
примjер, сатурациjом поjачања, указуjу да редослиjед нарушавања симетриjе у
нелинеарном режиму може бити обрнут у односу на линеарни случаj.

Упркос присуству нелинеарности, спектрална структура своjствених стања
често остаjе блиска оноj из линеарне теориjе, што омогућава директну поређивост
ова два режима. Ови резултати имаjу широку примjену — од робусног преноса
енергиjе у PT-симетричним колима са нелинеарним елементима, до поjаве
нових типова дискретних солитона у фотонским кристалима са PT симетриjом.
За разлику од дисипативних Гинзбург–Ландау система, гдjе су локализовани
таласи изолована рjешења у фазном простору, овдjе се jављаjу читаве фамилиjе
стабилних стања, као да jе систем ефективно конзервативан. Ова необична класа
солитона недавно jе и експериментално потврђена у нелинеарним фотонским
решеткама са PT симетриjом.

4.4 Тополошки ласери
Тополошки ласери представљаjу нову класу ласерских уређаjа коjи комбину-

jу принципе ласерске физике са концептима тополошке физике [13, 99, 100, 101],
првенствено позаjмљеним из теориjе тополошких изолатора. За разлику од кон-
венционалних ласера, гдjе jе рад осjетљив на дефекте, расиjање или неуређеност
у структури, тополошки ласери посjедуjу робусност захваљуjући постоjању топо-
лошки заштићених стања. Та стања настаjу дуж ивица или граница фотонских
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структура и одликуjу се отпорношћу на сметње коjе не нарушаваjу одређене
симетриjе система.

Са теориjског становишта, тополошки ласери могу се разумjети као системи
у коjима се ласерска инверзиjа и повратна спрега реализуjу преко мода тополо-
шког пориjекла. Кључна предност оваквог приступа jе у томе што тополошке
ивичне моде, коjе постоjе усљед нетривиjалних тополошких инвариjанти (као
што су Чернов или winding броj), омогућаваjу jедносмjерно, стабилно и робу-
сно вођење свjетлости — чак и у присуству структурних нерегуларности. Та
робусност не настаjе пасивно, већ захтиjева уношење активног медиjума, што
неизбjежно уводи неермитске ефекте. Због тога теориjски опис тополошких
ласера мора укључити неермитске Хамилтониjане, са комплексним своjственим
вриjедностима коjе описуjу спектар система са поjачањем и губицима.

У практичноj реализациjи, jедан од наjважниjих аспеката jе како селективно
поjачати тополошке моде, а сузбити остале коjе би конкурисале за поjачање.
То се наjчешће постиже дизаjнирањем геометриjе и просторне дистрибуциjе
поjачања тако да jе инверзиjа локализована дуж ивичних канала гдjе настаjу
тополошке моде. Такви системи реализовани су, на примjер, у ласерским решет-
кама заснованим на Haldane моделу или SSH моделу, као и у активно допираним
фотонским кристалима.

Први експериментални докази тополошких ласерских мода добиjени су у
системима са уведеним неермитским (PT-симетричним) своjствима, гдjе jе ла-
серска акциjа била локализована дуж ивице решетке и показивала изузетну
стабилност и jедносмjерно ширење. Употреба ласера заснованих на тополошким
принципима отвара пут ка развоjу нове генерациjе фотонских компоненти от-
порних на мануфактурне несавршености, локалне флуктуациjе температуре
и друге дестабилизуjуће факторе. Поред тога, ови ласери нуде потенциjал за
интеграциjу у фотонске чипове, примjену у квантноj оптици и развоj нових
врста ласерских извора са прилагођеним модним спектром и директивношћу.

Ласерска активациjа у ивичним тополошким модама може се селективно
постићи локализованим пумпањем дуж ивице решетке, чиме се инверзиjа но-
силаца концентрише управо у региону гдjе настаjу тополошке моде [36]. У том
случаjу, jасан знак да jе добиjен тополошки ласер jе веома ефикасна емисиjа у
jедноj моди, чак и при вриjедностима поjачања знатно изнад прага. Поређењем
пумпаних ивица тополошког и тривиjалног низа експериментално jе утврђена
разлика у снази ласерског зрачења и спектралном садржаjу. Показано jе да топо-
лошки низ ради као ласер са знатно већом ефикасношћу него његов тривиjални
пандан. Из измjерених спектара (Слика 4.3) види се да тополошки низови остаjу
у jедном модалитету у широком опсегу густине пумпања, док тривиjални низови
увиjек раде као вишемодни ласери са ширим спектралним линиjама. Чак и ако
се упореди само снага доминантне моде у тополошком низу са модом наjвеће
снаге у тривиjалном низу, тополошки ласер надмашуjе тривиjални за више од
jедног реда величине.

Ова разлика у перформансама проистиче из физичких особина тополошких
ивичних мода. Код тривиjалних низова jављаjу се броjна ограничења: моде се
шире у расипаjућу унутрашњост (bulk), што слаби емисиjу; често избегаваjу
излазни споjник како би максимизовали поjачање; а услед производних неуређе-
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ности ласерске моде могу бити локализовани у различитим диjеловима решетке,
свака на различитоj фреквенциjи, што доводи до вишемодности. Насупрот томе,
у тополошким низовима ивичне моде, осим слабог експоненциjалног продора у
унутрашњост, остаjу снажно ограничене на ивицу. Како су приморане да цирку-
лишу дуж ивице, оне су увиjек у контакту са излазним споjником. Захваљуjући
своjим урођеним тополошким своjствима, ласерске ивичне моде не локализуjе
се насумично, већ се равномjерно простиру дуж ивице у jедном модалитету,
ефикасно користећи расположиво поjачање и потискуjући паразитске моде.

Слика 4.3: Ефикасности нагиба и припадаjући спектри тополошких и тривиjал-
них ласерских низова. (а) Интензитет излаза у односу на интензитет пумпања
за тополошки низ и његов одговараjући тривиjални еквивалент; (б) Емисиони
спектри из тривиjалног и тополошког низа; (в) и (г) Еволуциjа спектра као
функциjа интензитета пумпања за (в) тополошке и (г) тривиjалне низове. Преу-
зето из [36]
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Глава 5

Тополошке моде у хексагоналноj и
ромбичноj фотонскоj решетки

У овом диjелу дисертациjе испитуjемо фотонске еквиваленте линеарних
и нелинеарних Диракових материjала, коjи су изазвали велико интересовање
како у фотоници, тако и у физици кондензоване материjе [102, 103, 28, 104].
Ови материjали се одликуjу уским или нултим енергетским процjепом, при
чему се енергетски нивои додируjу у близини тачака укрштања, познатих као
Диракове тачке [105]. Увођењем поремећаjа коjи доводи до отварања процjепа
у енергетском спектру могући су тополошки фазни прелази, при чему настаjу
робусна стања — тополошке ивичне моде, отпорне на пертурбациjе унутар
основног Хамилтониjана. Реализациjа таквих система jе могућа, на примjер,
израдом хексагоналних фотонских решетки оптичких таласовода на чипу или
унутар оптичких влакана. Ове решетке могу бити коначне, при чему се jединичне
ћелиjе могу конструисати на више начина (нпр. димерске или хексагоналне), са
различитим симетриjама (од C2 до C6), као и завршецима ивица, укључуjући
цик-цак, армчер и мjешовите границе [106, 107, 14].

Недавна експериментална реализациjа стања везаног за вртлог, коjе пред-
ставља тачкасти дефект у систему [26], представљала jе додатни подстрек за
почетак овог истраживања. Ове моде, повезане са тополошким дефектом, реали-
зоване су у дводимензионалноj фотонскоj решетки састављеноj од идентичних
таласовода. Тополошки прелаз jе индукован увођењем дисторзиjе у систем тако
да jачина спрезања структурисано варира између наjближих сусjеда таласо-
вода. Ово jе довело до раздваjања енергетских зона коjе су се додиривале у
Дираковим тачкама, отварања процjепа у енергетском спектру и формирања
мода локализованих унутар тог процjепа, тачно на нултоj енергиjи, због чега су
названи нулте моде. На таj начин jе потврђен модел коjи су први предложили
Џеjкив и Роси у оквиру квантне теориjе поља, са циљем да опишу спрезање
фермиона са комплексним скаларним пољем у Дираковоj jедначини. Показано
jе да уколико скаларно поље садржи вртлог, у његовом центру настаjе рjешење
Диракове jедначине са нултом енергиjом. У наведеном експерименту, дисторзиjа
jе реализована малим помjерањима позициjа таласовода, док jе нулта мода
ексцитована истовременим свjетлосним побуђивањем више таласовода у близини
центра вртлога, Слика 5.1.
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Слика 5.1: a) Илустрациjа истовременог освjетљавања више поjединачних та-
ласовода зрацима коjи имаjу унаприjед подешену фазу и амплитуду; б) Горе:
Снимак камером ексцитоване нулте моде везане за центар вртлога добиjене
приликом извођења експеримента; Доле: нулта мода добиjена нумеричким симу-
лациjама. Преузето из [26]

Jедна од значаjних предности фотонских решетки jесте то што оне предста-
вљаjу изузетно погодну платформу за експериментално проучавање система
у коjима jе могуће прецизно контролисати параметре. У посљедњоj децениjи
расте интересовање за испитивање неермитских ефеката и њиховог утицаjа на
поjаву и динамику тополошких структура, посебно у условима када jе поjачање у
систему уравнотежено са губицима, чиме се одржава PT-симетриjа. Поред тога,
истраживање улоге нелинеарног одзива постаjе кључно у режимима великих
улазних снага свjетлости, jер нелинеарни ефекти могу суштински миjењати
стабилност и еволуциjу тополошких мода.

Неколико феномена у тополошкоj фотоници, откривених кроз проучавање ак-
тивних средина са присуством поjачања и губитака, као и ефеката нелинеарности,
обухватаjу: поjаву тополошких ласера [94], нелинеарно управљање локализо-
ваним тополошким модама [33], као и стварање стабилних балк солитона у
нелинеарним Дираковим структурама [37].

У овом истраживању, изван оквира до сада интензивно проучаваних поjава у
хексагоналним решеткама, испитивали смо могућност да нулта мода у присуству
поjачања и губитака пређе у ласерски режим рада. Наjпре jе анализиран утицаj
нелинеарности на поjаву и стабилност нултих мода, а затим и њихово понашање
у условима ласерске емисиjе.

5.1 Модели и гранични услови решетки
Разматрамо хексагоналну [108] и ромбичну [109] бипартитну (bipartite) ре-

шетку сачињену од таласовода, коjе ћемо реализовати користећи двиjе различите
конфигурациjе граничних услова, армчер и цик-цак, Слика 5.2. Обjе решетке у
своjоj градивноj основи садрже хексагоне. Код хексагоналне решетке, jединичну
ћелиjу чини шест таласовода коjи директно формираjу хексагон, док се у слу-

35



чаjу ромбичне решетке jединична ћелиjа састоjи од два таласовода (димера),
чиjом транслациjом настаjу хексагоналне структуре. Уопштено, бипартитност
означава могућност да се решетка раздвоjи на двиjе независне подрешетке,
обично означене са A и B, гдjе чворови из jедне подрешетке интерагуjу само
са чворовима из друге подрешетке, што резултуjе специфичним симетриjама
и карактеристичним особинама енергетског спектра. У бипартитним решетка-
ма нулте моде настаjу као посљедица нетривиjалне тополошке структуре, на
примjер у присуству спрезања коjе обухвата и прве сљедеће сусjеде или усљед
псеудо-спин орбиталних ефеката. Њихов броj износи наjмање |NA − NB|, гдjе су
NA и NB броjеви чворова у подрешеткама A и B, респективно.

Слика 5.2: а) Структура хексагоналне решетке са бипартитном симетриjом, гдjе
су чворови подрешетки означени различитим боjама, подрешетка À (црвена) и
подрешетка B (плава); б) Хексагонална решетка у армчер конфигурациjи; в)
Ромбична решетка у цик-цак конфигурациjи.

Иако се у овом раду разматраjу двиjе решетке, чиjа се разлика огледа у
геометриjи jединичне ћелиjе и избору граничних услова, простирање свjетло-
сти у обjема решеткама може се описати истим математичким формализмом.
Хамилтониjан у оба случаjа има исти облик у апроксимациjи jаке везе (tight-
binding). Он укључуjе сљедеће чланове: спрезање између сусjедних таласовода
(Ĥlatt), локалну сатурациону Керову нелинеарност (ĤKerr) и неермитске ефекте
поjачања и губитака (Ĥgain):

Ĥ = Ĥlatt + ĤKerr + Ĥgain, (5.1)

Ĥlatt = −
∑
r,r′

(t+ δtr,r′)â†
rb̂r′ + h.c., (5.2)

ĤKerr = G

2
∑

r

[
1

1 + |ar|2
â†

râr + 1
1 + |br|2

b̂†
rb̂r

]
, (5.3)

Ĥgain = i
∑

r

[
ΓA

1 + |ar|2
â†

râr + ΓB

1 + |br|2
b̂†

rb̂r − γAâ
†
râr − γB b̂

†
rb̂r

]
, (5.4)

гдjе су â†, b̂† и â, b̂ оператора креациjе и анихилациjе коjи дjелуjу у подрешеткама
A и B.
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Сваки таласовод, чиjи jе положаj у решетки описан вектором r и коjи припада
троугластоj подрешетки A, окружен jе са три сусjедна таласовода, означена
векторима r′, коjи припадаjу троугластоj подрешетки B. Они су раздвоjени
растоjањима sj, гдjе jе j = 1, 2, 3, тако да важи r′

j = r + sj, Слика 5.2а). Ампли-
туде мода у таласоводу на положаjу r означене су са ar и br у одговараjућим
подрешеткама. Комплетна таласна функциjа на положаjу r има облик

|ψr⟩ =
(
ar
br

)
. (5.5)

Први члан Хамилтониjана, Ĥlatt, описуjе спрезање између наjближих сусjеда,
гдjе jе jачина спрезања означена са t. Случаj без дисторзиjе одговара стандардном
Хамилтониjану за системе сличне графену, формулисаном у jедночестичноj
апроксимациjи, при чему се занемаруjе електронски спин. Новина овог модела
jе увођење дисторзиjе, коjа се реализуjе модулациjом jачина спрезања између
таласовода. Та модулациjа jе описана вариjациjом δtr,r′ у односу на униформно
спрезање t, тако да ефективна jачина спрезања између таласовода на положаjима
r и r′ гласи

tr,r′ = t+ δtr,r′ . (5.6)

Параметар G, присутан у члану ĤKerr, означава jачину локалне Керове нели-
неарности у решетки. Поjачање у подрешеткама A и B jе описано параметрима
ΓA и ΓB, а γA, γB представљаjу губитке присутне због расипања, апсорпциjе
материjала и излазног спрезања.

Пропагациjа моде се описуjе jедначином:

i∂z|ψr(z)⟩ = Ĥ|ψr⟩, (5.7)

коjа jе формално еквивалентна Шредингеровоj jедначини. Док се у квантноj
механици еволуциjа система одвиjа у времену, у фотонским таласоводним ре-
шеткама улогу временске координате преузима оса пропагациjе z. За рjешавање
jедначине 5.7 примjењуjе се нумерички Рунге–Кута метод четвртог реда.

5.2 Дисторзиjа типа вртлога
Тополошки фазни прелаз можемо разумjети кроз ефекте коjи настаjу као

посљедица увођења дисторзиjе у систем. Полазимо од линеарног Хамилтониjана
коjи, у одсуству дисторзиjе (δtr,r′ = 0), може бити записан у диjагоналноj форми
у k-простору и има облик:

Ĥlatt =
∑

k
ϕkâ

†
kb̂k + h.c.. (5.8)

ϕk jе комплексна функциjа коjа у k-простору описуjе ефективно спрезање између
подрешетки, односно садржи информациjу о величини и фази еванесцентног
преклапања мода

ϕk = −t
3∑

j=1
exp(ik · sj). (5.9)
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Слика 5.3: Приказ прве Брилуенове зоне троугласте решетке заjедно са Дирако-
вим тачкама K± на граници зоне и вектором W коjи их повезуjе. Преузето из
[105].

Из диjагонализованог Хамилтониjана добиjа се дисперзиона релациjа коjа
повезуjе енергиjу и таласни вектор:

εk = ±|ϕk|. (5.10)

Добиjени енергетски спектар садржи двиjе Диракове тачке, у коjима се енергетске
зоне додируjу. Оне се налазе на нултоj енергиjи и позициониране су на границама
Брилуенове зоне у тачкама K± = ±(4π/(3

√
3a), 0).

Приступамо линеаризациjи око Диракових тачака, k = K± + p, гдjе jе p
мали помак око Диракове тачне. Добиjа се спектар коjи садржи два скупа
мода (±), при чему сваки скуп живи у близини jедне од двиjе Диракове тачке.
Хамилтониjан се након линеаризациjе може записати као:

ĤDirac =
∑
p,±

ϕpâ
†
p,±b̂p,± + h.c., ϕp = ±vF (px ± ipy). (5.11)

Дисперзиона релациjа сада има Диракову конусну структуру ε±(p) = ±vF |p|,
гдjе jе vF Фермиjева брзина. То значи да енергиjа расте линеарно са удаљеношћу
од Диракове тачке и да постоjе два симетрична конуса коjи се сусрећу у нултоj
енергиjи.

Вртложни тополошки дефект се уводи у систем у виду Кекуле текстуре, коjа
омогућава хиралну мjешавину мода из обjе Диракове тачке K±. Такав дефект
се реализуjе модулациjом jачина спрезања, коjа се може записати у облику:

δtr,r′ = 1
3∆(r) exp(iK+ · sj) exp(iW · sj) + c.c., (5.12)

гдjе jе W = K+ − K− таласни вектор коjи повезуjе Диракове тачке, Слика
5.3. Параметар ∆(r) jе комплексна величина одређена амплитудом и фазом.
Амплитуда |∆(r)| одређуjе jачину спрезања и величину процjепа у спектру,
док фаза контролише уређеност спрезања и начин миjешања мода из обjе
Диракове тачке. Ако jе ∆(r) просторно константна, добиjа се процjеп величине
|∆(r)| у спектру. Међутим, ако фаза варира у простору, на примjер у виду

38



вртложних дефеката, могу се поjавити локализоване нулте моде унутар процjепа.
Разматрамо вртлог центриран у координати r = 0:

∆(r) = ∆0(r)ei(α+N θ), ∆0(r) = ∆0 tanh(r/l0), (5.13)

гдjе ∆0(r) одређуjе просторни профил вортекса, l0 jе радиjус а α jе фаза вртлога.
Координата таласовода у решетки jе r, θ њен поларни угао, а N jе цjелоброjна
вриjедност коjа представља ’вртложност’, тj. тополошку инвариjанту дефекта.
Знак инариjанте N одређуjе коjа од двиjе подрешетке подржава вртложни дефект
(1 за A и −1 за B). Уколико додаjемо дисторзиjу у подрешетку B, вртложни
дефект а самим тим и мода везана за њега ће се формирати у подрешетки A и
обрнутно.

У коначноj решетки, спектар своjствених вриjедности генерално зависи од
фазе вртлога α. Промjеном вриjедности фазе α, у региону малих енергиjа
може доћи до хибридизациjе између мода коjе индукуjе вртложни дефект и
локализованих ивичних мода присутних у булку. Та хибридизациjа доводи до
помjерања њихових енергиjа од нуле. Стога ће, на почетку истраживања, бити
одређена вриjедност фазе α коjа обезбjеђуjе наjизолованиjе моде на нултоj
енергиjи, а даљи прорачуни и анализа спроводиће се за ту вриjедност.

5.3 Динамика нултих модa
Облик решетке и примиjењени гранични услови имаjу значаjан утицаj на броj

и динамику нултих мода. Избором или редефинисањем примитивних вектора
si, i = 1, 2, 3 и вектора решетке νi, i = 1, 2 могуће jе миjењати граничне услове и
тиме утицати на спектар и поjаву ивичних стања.

Полазни Хамилтониjан система користимо као основу за извођење дисперзи-
оне релациjе, помоћу коjе затим одређуjемо спектар своjствених вриjедности.
Анализа тог спектра, за различите почетне услове, омогућава идентификациjу
поjаве ивичних мода. При томе ће бити уочено да се фамилиjе ивичних мода,
насталих као посљедица увођења дисторзиjе у систем, значаjно разликуjу у
случаjу хексагоналне и ромбичне решетке.

Посебно jе занимљива структура нултих мода: њихове компоненте се раз-
дваjаjу између подрешетки, при чему jедна компонента остаjе локализована у
околини центра вртлога (вртложна компонента), док jе друга распоређена дуж
саме ивице решетке (ивична компонента).

Да бисмо могли систематски испитати и описати динамику мода, дефиниса-
ћемо пар карактеристичних величина. Прва jе норма, коjа представља укупну
снагу моде, тj. збир квадрата амплитуда таласних функциjа. Поред укупне
норме, издваjамо и доприносе по подрешеткама:

N = NA +NB, NA =
∑

r⃗

|ar⃗|2, NB =
∑

r⃗

|br⃗|2. (5.14)

Друга величина jе партиципациони броj коjи нам говори о степену лока-
лизациjе мода. Мањи партиципациони броj одговара jаче локализованоj моди.
Аналогно као за норму, рачунамо укупни и поjединачни партиципациони броj
користећи изразе:
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P = PA + PB, PA = (∑r⃗ |ar⃗|2)2∑
r⃗ |ar⃗|4

, PB = (∑r⃗ |br⃗|2)2∑
r⃗ |br⃗|4

. (5.15)

Робустност мода процjењуjемо помоћу величине вjерности (fidelity) стања
коjа мjери степен преклапања нормализоване моде на нултоj енергиjи, добиjене
из Ĥlatt, и нормализоване моде током пропагациjе:

F (z) =
∑

r⃗

|⟨ψr⃗(z) |ψZM
r⃗ ⟩| (5.16)

Као и у претходним случаjевима, вjерност ћемо разматрати и на нивоу сваке
подрешетке посебно:

FA/B(z) =
∑

r⃗

|⟨ψA/B
r⃗ (z) |ψA/BZM

r⃗ ⟩| (5.17)

Ове карактеристичне величине представљаjу поуздан алат за квантитативно
испитивање локализациjе, стабилности и робусности нултих мода. Њиховом
примjеном биће могуће анализирати понашање система како у присуству неер-
митских ефеката, тако и у условима када се у модел укључуjе нелинеарност.
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Глава 6

Квази-jеднодимензионалне траке

У претходном поглављу детаљно jе размотрен механизам настанка тополо-
шких прелаза у 2Д фотонским решеткама. Показано jе да геометриjска дистор-
зиjа у систему може да изазове промjене у енергетском спектру, што доводи
до поjаве ивичних мода робусних на различите врсте поремећаjа. Таj приступ
наглашава значаj геометриjе решетке за контролу тополошких своjстава 2Д
фотонских система.

Квази-1Д структуре – траке (ribbons) – представљаjу посебну класу система
од великог значаjа као интермедиjарни модел између бесконачне 2Д решет-
ке и реалних, коначних геометриjа. Док 2Д решетка омогућава дефинисање
тополошких инвариjанти у Брилуеновоj зони, траке су бесконачне у jедном
правцу, а коначне у другом. Та геометриjа омогућава истовремено испитивање
и спектра балка и ивичних стања. На таj начин, кореспонденциjа балк–ивица
може директно да се проучава, jер се ивичне моде jасно издваjаjу у енергет-
ском спектру као стања коjа повезуjу дозвољене зоне. Поред тога, оваj модел
jе ближи реалним фотонским структурама реализованим у експерименту, гдjе
су таласоводи уређени у траке или низове са различитим граничним условима
(цик-цак, армчер). То омогућава систематско испитивање утицаjа геометриjе и
ивица на поjаву тополошких мода.

За разлику од дводимензионалних решетки, код jеднодимензионалних трака
тополошка своjства се наjчешће jављаjу након увођења синтетичког флукса.
Посебно интересантан случаj настаjе када jе вриjедност флукса jеднака π. У
том режиму у енергетском спектру jављаjу се равне зоне [110, 111, 112, 113],
у коjима све своjствене вриjедности имаjу исту енергиjу. Ове равне зоне су
директна посљедица Ахаронов–Бомовог ефекта, квантно–механичког феномена
коjи показуjе да честице могу „осjетити“ магнетни ток чак и у подручjима гдjе jе
локално магнетно поље jеднако нули, и то искључиво кроз фазу своjих таласних
функциjа.

У контексту фотонских трака, то значи да интерференциjа свjетлости вођене
кроз различите путање унутар jединичне ћелиjе може довести до потпуне де-
структивне интерференциjе при одређеним вриjедностима флукса. Као резултат
jављаjу се компактне локализоване моде коjе су истовремено и тополошки зашти-
ћене. Управо та jединствена комбинациjа компактности и тополошке робусности
издваjа ове системе као веома привлачне како за фундаментална истраживања,
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тако и за потенциjалне примjене.
Jедна од кључних разлика између 1Д трака и 2Д решетки огледа се у природи

ивичних мода. Док у 2Д системима постоjе дисперзивни ивични канали коjи омо-
гућаваjу транспорт енергиjе дуж границе решетке, у квази-jеднодимензионалним
тракама нулте моде често су у потпуности локализоване на ивициама, и као
такве се простиру дуж решетке. У одговараjућим условима, када долази до
формирања равних зона у систему, оне могу бити ограничене и на мали броj
чворова, без „репова“ у околним ћелиjама, што их чини додатно робусним и
jедноставним за манипулациjу. Ово своjство отвара могућности за примjене у
фотонским уређаjима коjи захтиjеваjу локализациjу свjетлости, попут микроре-
зонатора, филтера или компактних мемориjских елемената. Важно jе нагласити
да равне зоне могу постоjати и у тополошки тривиjалним системима, али када
су нулте моде повезане са дефектима или синтетичким π–флуксом, оне добиjаjу
тополошку заштиту коjа их чини робусним на пертурбациjе.

6.1 Модели и методе
У овом диjелу дисертациjе биће испитана четири модела квази-1Д графенских

и диjамантских трака. Оваj избор трака ниjе случаjан. Траке налик графену (са
хексагоналном геометриjом и различитим граничним условима) представљаjу
природно полазиште за проучавање тополошких своjстава jер репродукуjу основ-
не карактеристике графена — поjаву Диракових тачака, бипартитност решетке
и могућност контроле енергетских процепа. Уместо сложеног бесконачног 2Д
система, траке омогућаваjу jедноставниjи модел у коjем се механизми као што
су кореспонденциjа булк–ивица или формирање нултих мода могу директно
пратити у енергетском спектру. Овакви системи су уjедно експериментално
оствариви у фотонским таласоводним решеткама и ближе су реалним геометри-
jама у коjима се испитуjу тополошки феномени. С друге стране, диjамантске
траке са своjим геометриjама представљаjу мост ка другим класа тополошких
структура, jер деле особине и хексагоналних и квадратних решетки. Њихова
поjедностављена структура (са мањим броjем чворова у jединичноj ћелиjи) и
различите симетриjе омогућаваjу испитивање како нарушавање симетриjа и
синтетички флукс утичу на тополошке фазе. Ови модели су посебно погодни
за тестирање робусности компактона, равних зона и локализованих ивичних
стања, као и за повезивање добиjених резултата са познатим 2Д системима,
попут графена и квадратне решетке.

Прво ће бити представљени сви модели, њихове шематске структуре и одго-
вараjући Хамилтониjани коjи описуjу сваку траку. Биће обjашњен механизам
настанка тополошких прелаза и формирања ивичних мода, а затим ће бити
наведене величине коjе користимо за потврду постоjања тополошке заштите
ивичних стања.

Први модел коjи jе анализиран jесу квази-jеднодимензионалне траке налик
графену, сачињене од таласовода са армчер границама. Jединична ћелиjа садр-
жи шест таласовода са jеднаким jачинама спрезања, као што jе приказано на
Слици 6.1. Свака jединична ћелиjа третирана jе синтетичким флуксом jачине Φ.
У одсуству флукса трака посjедуjе бипартитну и огледалску симетриjу у односу
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на хоризонталну осу.
Увођење синтетичког флукса нарушава наведене симетриjе и миjења енергет-

ски спектар система. Како се вриjедност флукса Φ повећава, долази до затварања
и поновног отварања енергетских процjепа — што може указивати на постоjање
ополошког фазног приjелаза. Ови приjелази праћени су поjавом ивичних мода
унутар процjепа, коjи остаjу робусни на локалне поремећаjе у геометриjи или
спрезању. Тако синтетички флукс дjелуjе као контролни параметар коjи омо-
гућава прецизно подешавање тополошких своjстава траке и експерименталну
реализациjу различитих фаза.

Слика 6.1: Шематски приказ траке налик графену гдjе jе jединична ћелиjа
уоквирена црвеним квадратом.

Додавање синтетичког флукса доводи до нарушења огледалске симетриjе
уводењем комплексних константи у jачину спрезања између таласовода:

Ĥ = V



0 e−iϕ 0 e−ikx 0 eiϕ

eiϕ 0 e−iϕ 0 0 0
0 eiϕ 0 e−iϕ 0 0
eikx 0 eiϕ 0 e−iϕ 0
0 0 0 eiϕ 0 e−iϕ

e−iϕ 0 0 0 eiϕ 0


, (6.1)

гдjе jе V jачина спрезања између таласовода а ϕ = Φ/6 параметар флукса коjи
се додаjе на сваку везу док jе Φ укупна jачина синтетичког флукса коjом jе
третирана jедна jединична ћелиjа. Блохов Хамилтониjан посjедуjе и хиралну
симетриjу. Оператор хиралности се може представити у облику: Ĝ = (B̂ + D̂ +
F̂ ) − (Â + Ĉ + Ê) (Â = ∑

n |An⟩ ⟨An| jе проjектор подрешетке коjи дjелуjе на
таласоводе A, B̂ на таласоводе B, итд.)

Други модел коjи jе анализиран такође у своjоj градивноj основи садржи
хексагоне, али за разлику од претходног нема растоjања између jединичних
ћелиjа — оне диjеле jедан заjеднички таласовод како би формирале хексагон.
Jединична ћелиjа се састоjи од пет таласовода, а свака ћелиjа jе третирана
синтетичким флуксом, као што jе приказано на Слици 6.2.
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Слика 6.2: Шематски приказ траке налик графену гдjе jе jединична ћелиjа
уоквирена црвеним квадратом и реализоване су модификоване армчер границе.

Због непарног броjа таласовода у jединичноj ћелиjи, ове траке не посjедуjу
бипартитну симетриjу; уместо тога, у систему jе присутна огледалска симетриjа.

Хамилтониjан коjи описуjе оваj систем гласи:

Ĥ = V


0 e−iϕ eiϕ e−iϕ eiϕ

eiϕ 0 e−iϕe−ikx 0 0
e−iϕ eiϕeikx 0 0 0
eiϕ 0 0 0 e−iϕeikx

e−iϕ 0 0 eiϕe−ikx 0

 . (6.2)

Претходна два модела могу се окарактерисати као графену сличне траке, с
обзиром на присуство хексагоналних образаца у њиховоj структури. У наставку
су представљена jош два модела, чиjа градивна основа има структуру налик
диjаманту.

Трећи испитивани модел подсjећа на први своjом структуром, али се разли-
куjе обликом jединичне ћелиjе и граничним условима. У овом моделу jединична
ћелиjа садржи четири таласовода, при чему су ћелиjе међусобно раздвоjене, а
интеракциjе између свих таласовода имаjу jеднаку jачину (Слика 6.3).

Слика 6.3: Шематски приказ траке са градивним елементима налик диjаманту
са модификованим цик-цак границама.

Ефективни Хамилтониjан има облик:

Ĥ = V


0 e−iϕ e−ikx eiϕ

eiϕ 0 e−iϕ 0
eikx eiϕ 0 e−iϕ

e−iϕ 0 eiϕ 0

 , (6.3)

гдjе jе сада ϕ = Φ/4. Посматрањем симетриjа система уочава се присуство
огледалске симетриjе.
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Посљедњи модел, по аналогиjи са тракама сличним графену, креиран jе без
остављања растоjања између jединичних ћелиjа — оне диjеле jедан заjеднички
таласовод. Jединична ћелиjа сачињена jе од три таласовода (Слика 6.4).

Слика 6.4: Шематски приказ траке изграђене од елемената налик диjаманту гдjе
jе jединична ћелиjа уоквирена црвеним квадратом.

Трака има цик-цак границе. Геометриjа ове диjамантске траке jе бипартитна,
jер се чворови могу подиjелити у двиjе подрешетке тако да везе постоjе само
између њих. Међутим, увођењем синтетичког флукса Хамилтониjан више не
задржава хиралну симетриjу, па се каже да систем нема бипартитну симетриjу
на нивоу енергетског спектра, иако сама решетка остаjе бипартитна.

Ĥ = V

 0 e−iϕ + eiϕe−ikx eiϕ + e−iϕe−ikx

eiϕ + e−iϕeikx 0 0
e−iϕ + eiϕeikx 0 0

 , (6.4)

У наставку jе изложен поступак испитивања карактеристика трака, коjи
обухвата анализу енергетског спектра и карактеризациjу њихових тополошких
своjстава. Рjешавањем своjственог проблема линеарног Хамилтониjана добиjа се
енергетски спектар система. Увођење синтетичког флукса доводи до промjена
у спектру и до поjаве ивичних мода. Ове промjене представљаjу индикациjу
тополошких прелаза, што се додатно потврђуjе рачунањем величина коjе ка-
рактеришу тополошка своjства балка (енергетских зона), као што су Зак фаза
(тополошка инвариjанта) и средња вриjедност помjераjа центра таласног пакета
коjи се простире кроз решетку.

За посебну вриjедност флукса Φ = π jављаjу се потпуно равне зоне са
ивичним модама унутар процjепа, као и локализоване структуре познате као
компактони. Додатно, побуђивањем различитих чворова у ћелиjама испитуjу
се динамичке локализоване структуре (тзв. „дишуће структуре“) коjе се могу
jавити у таквим условима.

6.2 Синтетички флукс калибрационог поља
Док jе у случаjу хексагоналне и ромбичне решетке, описаних у претходном

поглављу, механизам за индукциjу тополошког прелаза било увођење дисторзиjе
у систем, код квази-jеднодимензионалних трака ту улогу преузима третирање
jединичних ћелиjа синтетичким флуксом различите jачине, чиме се омогућава
укључивање тополошке заштите у систем.
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Ефективни синтетички флукс калибрационог поља у фотонским решеткама
представља аналогиjу магнетном флуксу у електронским системима. У систему
описаном моделом чврстих веза он се уноси као комплексна фаза у константе
спрезања између таласовода или резонатора, чиме се реализуjе фотонска верзиjа
Пеjерове супституциjе. На таj начин се у фотонским системима симулира пона-
шање наелектрисаних честица у спољашњем магнетном пољу, иако фотони сами
по себи не осjећаjу Лоренцову силу. Посљедица увођења синтетичког флукса
jе отварање енергетских процjепа у спектру и поjава тополошки заштићених
мода, аналогних онима у квантном Холовом ефекту. У литератури jе прика-
зано више начина имплементациjе овог ефекта: у раду Хафезиjа и сарадника
синтетички флукс jе реализован у систему фотонских резонатора увођењем
контролисаних комплексних константи спрезања, док jе у експериментима Рехт-
смана и сарадника исти ефекат постигнут коришћењем спиралних таласовода,
гдjе се геометриjом таласовода уноси ефективна фазна еволуциjа коjа имитира
магнетно поље.

Вићенцио и сарадници су у свом раду експериментално показали да jе могу-
ће добити еквавилент међуорбиталног спрезања у фотонским решеткама што
директно омогућава контролисано увођење синтетичког флукса. Уобичаjено,
таласоводи коjи подржаваjу различита енергетска стања - моде (на примjер,
jедномодни S-таласоводи и вишемодни P -таласоводи) не би требало да интера-
гуjу, jер су добиjене моде ортогоналне, тj. моде са различитим пропагационим
константама. Међутим, модификациjом индекса преламања током директног
ласерског уписивања, аутори су реализовали таласоводе различитих каракте-
ристика — S-таласоводе коjи подржаваjу само основно стање и P -таласоводе
коjи подржаваjу више стања. Оваj дизаjн омогућио jе контролисано преклапање
мода различитих енергиjа и поjаву ефикасног међуорбиталног спрезања. Као
резултат, иначе ортогонална S и P стања постаjу кохерентно повезана, што
доводи до фазних разлика и ефективних негативних константи спрезања у си-
стему. На интерферограмима добиjеним у експерименту (Слика 6.5), ова поjава
се манифестуjе као поjава π-фазне разлике између новонасталих S стања, што
представља jасан доказ да интеракциjа између различитих типова таласовода
има ефективно различит знак. Управо ова контрола фазе и знака спрезања омо-
гућава имплементациjу синтетичког флукса и тиме контролисано подешавање
тополошких своjстава фотонских трака.

На Слици 6.5а) приказана jе експериментална поставка за демонстрациjу
фазне разлике настале међуорбиталним спрезањем. Конфигурациjа се састоjи од
SP (димер) и SPS (тример) распореда таласовода. Хелиjум–неонски ласерски
сноп усмjерен jе на улаз S-таласовода (сиви таласовод на Слици 6.5а)). Сноп се
пропагира кроз S-таласовод и на дужини ∆z1 = 14,mm долази до спрезања са
P -таласоводом (наранџасти таласовод), у коjем се ексцитуjе P -стање. Оно затим
независно пропагира кроз P -таласовод до диjела структуре гдjе jе формиран
тример и ту служи као улазна ексцитациjа S-стања у сусjедним таласоводима,
са коjима долази до међуорбиталног спрезања.

Фаза коjу носи P -стање одређуjе поjаву π-фазне разлике између новонасталих
S-стања, што се уочава на интерферограмима (Слике 6.5б1–б3) за различите
позициjе ∆z2. Ово представља директан доказ да ефективна константа спрезања
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са jедномодним таласоводима може имати различит знак, што jасно указуjе на
постоjање негативног спрезања у систему.

Оваj феномен омогућава контролисано увођење ефективног синтетичког
флукса у фотонске траке: варирањем знакова и величина спрезања између
таласовода могуће jе реализовати фазне еволуциjе аналогне магнетном флуксу у
електронским системима, што jе кључно за настанак и управљање тополошким
стањима.

Слика 6.5: а) Шема поставке са SP и SPS конфигурациjама, коришћене за
демонстрациjу настаjања фазне разлике. (б1–б3) Приказ профила интензитета
и фазе снимљених на различитим позициjама ∆z2 = 2, 4, 6 mm.

6.3 Експериментална поставка
Експериментално jе реализован први описани модел квази-jеднодимензионалних

трака налик графену. У теориjском опису jединична ћелиjа садржи шест тала-
совода, али ради експерименталне имплементациjе синтетичког флукса она jе
проширена. Експериментални модел jе приказан на Слици 6.6.

Слика 6.6: Шематски приказ експерименталног модела траке налик графену
третиране синтетичким флуксом jачине π. Jединична ћелиjа (сиви правоугаоник)
проширена jе и састоjи се од дванаест таласовода.

Када су све jачине спрезања између таласовода jеднаке, а константа пропага-
циjе (фаза коjу фотон акумулира у сваком таласоводу) jеднака нули, енергетски
спектар садржи шест двоструко дегенерисаних зона. Дегенерациjа настаjе услед
симетриjе: плакета (хексагон) лиjево у jединичноj ћелиjи идентична jе десноj,
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али огледалски пресликаноj. Ова симетриjа омогућава редукциjу система на
половину без губитка информациjе о своjственим вриjедностима.

Траке су израђене техником директног ласерског уписивања: фемтосекунд-
ним ласером на таласноj дужини 1030 nm, у боросиликатно стакло. Узорак се
помjера дуж z-осе да би се уписао таласовод одређене дужине, а дуж x–y равни
ради постизања жељене геометриjе траке. Имплементациjа синтетичког флукса
обезбиjеђена jе замjеном поjединих S-таласовода на споjевима jединичних ћелиjа
са таласоводима P -типа, како jе описано у претходном поглављу. Оптимизаци-
jа интеракциjе између таласовода постигнута jе подешавањем радне таласне
дужине ласера.

Побуђивање фотонске решетке изведено jе усмjеравањем поларизованог
гаусовског ласерског снопа на улаз траке, а CCD камера бележи излазни профил
интензитета. Ограничење ове технике jе могућност побуде само jедног таласовода
на одређеноj таласноj дужини.

Jачине спрезања зависе од геометриjе и растоjања између таласовода, али и
од таласне дужине побуде. Са растом таласне дужине шири се профил мода,
што омогућава контролу спрезања избором таласне дужине — основа суперкон-
тинуалне шеме.

SC 
Source 10x 10x

PC
CCD

Слика 6.7: Шематска поставка за суперконтинуалну карактеризациjу: суперкон-
тинуални ласерски извор, два 10× микроскопска обjектива са фотонским чипом
између, и анализатор излазног снопа.

Да би се ексцитовале компактне ивичне моде, амплитуда и фаза упадне
свjетлости мораjу бити прецизно дефинисане. Поставка за ове услове приказана
jе на Слици 6.8(a).

Улазни ласерски сноп (640 nm) прошируjе се и умjерава помоћу 20× микро-
скопског обjектива и сочива жижне даљине f = 125 mm. Амплитудни профил
подешава се просторно–оптичким модулятором Holoeye LC2012, а фазна струк-
тура додаjе рефлексионим модулатором Holoeye PLUTO. Након модулациjе,
сноп се усмjерава на улаз фотонског чипа телескопом и 4× микроскопским обjек-
тивом. На Слици 6.8(б1) приказан jе улазни услов са дефинисаном амплитудом
и фазом, а на Слици 6.8(б2) излазни профил након проласка кроз решетку
дужине 70 mm.
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Слика 6.8: a) Шема експерименталне поставке са два просторно–оптичка модула-
тора (SLM) за генерисање произвољних улазних услова. б1) Амплитудна и фазна
модулациjа улазног снопа. б2) Снимљени излазни профил након пропагациjе
кроз фотонску решетку.
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Глава 7

Резултати и дискусиjа

Централни дио ове дисертациjе чине резултати добиjени нумеричким испити-
вањем и експерименталном реализациjом модела фотонских решетки, коjи су
детаљно теориjски описани у претходним поглављима. Сви нумерички прорачу-
ни изведени су коришћењем кодова написаних у програмском jезику MATLAB.
Након представљања добиjених резултата, слиjеди детаљна и систематска диску-
сиjа у коjоj се анализираjу и упоређуjу ефекти геометриjе решетке, као и других
релевантних параметара, на понашање и карактеристике идентификованих мода.
На краjу поглавља биће истакнуте могуће примjене ових модела, са освртом на
њихов потенциjал за развоj фотонских и тополошких система, као и перспективе
за будућа истраживања у овоj области.

7.1 2Д системи са дисторзиjом
Прво ће бити представљени резултати истраживања добиjени за хексагоналну

решетку а потом и за ромбичну. Редом су испитивани спектри у присуству
дисторзиjе, затим ивичне моде настале као посљедица тополошког прелаза,
динамика мода у присуству нелинеарности, услови потребни за остваривање
ласерског режима у активним медиjумима и на краjу утицаj нелинеарности на
таj режим рада.

7.1.1 Хексагонална решетка
У случаjу 2Д решетки показано jе да се тополошки прелаз може индуковати

увођењем дисторзиjе у систем. Кључни параметар коjи карактерише настали
вртложни дефект jесте његова фаза α, дефинисана у изразу 5.13, коjа може
попримити било коjу вриjедност из интервала [−π, π]. Због тога jе наjпре ис-
питан утицаj фазе вртлога на енергетски спектар, са посебним нагласком на
идентификовање оних вриjедности фазе за коjе су ивичне моде на нултоj енер-
гиjи наjизолованиjе од остатка спектра. Ово изоловање нултих мода указуjе
на њихову повећану робусност на локалне пертурбациjе и стабилност у односу
на спољашње сметње, што jе од суштинског значаjа за њихову потенциjалну
употребу у фотонским и тополошким уређаjима.
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Слика 7.1: Своjствене вриjедности у зависности од фазе вртлога у хексагоналноj
решетки.

На Слици 7.1 приказане су своjствене вриjедности добиjене за различите фазе
вртлога. У региону малих енергиjа, поред ивичних мода насталих као посљедица
тополошког прелаза, могу се поjавити и локализоване ивичне моде формиране
из балк спектра. Када се такве моде довољно приближе нултоj енергиjи, долази
до њихове хибридизациjе са нултим модама, што резултуjе помjерањем енергиjе
ових нултих мода даље од нуле. Оваj ефекат jе наjизражениjи за фазу α ≈ π/2,
док jе наjслабиjи за α ≈ −π/2, што указуjе на снажну зависност стабилности
нултих мода од фазе вртлога.
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Слика 7.2: Густина расподjеле своjстених вриjедности ρ у зависности од фазе
вртлога.

Ради jасниjе илустрациjе, издвоjили смо неколико карактеристичних вриjед-
ности фазе и приказали густину расподjеле своjствених стања ρ у зависности
од фазе вртлога, Слика 7.2. Другим риjечима, приказано jе како се своjствене
вриjедности распоређуjу по енергиjама. Уочава се да су за α = −π/2 моде на
нултоj енергиjи наjизолованиjе од остатка спектра. За одређене вриjедности
фазе не долази до поjаве нултних мода, па ћемо стога фазу α = −π/2 користити
у даљоj анализи при додавању дисторзиjе у обjе решетке.

Први корак у генерисању ивичних мода jесте додавање дисторзиjе у jедну
од подрешетки — у нашем случаjу, подрешетку B — док друга подрешетка
остаjе недисторзована и служи као носилац моде. На сваки положаj таласовода
у подрешетки B примjењуjе се модулациjа дата изразом 5.12, при фиксираноj
вриjедности фазе. На Слици 7.3 приказана jе хексагонална решетка у коjоj
су векторима означени интензитети и правци помjерања таласовода (плави
кружићи) у подрешетки B. Ово контролисано помjерање резултира формирањем
вртложног дефекта — тополошког дефекта на коjи ће се везати локализована
мода.
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Слика 7.3: Хексагонална решетка у армчер конфигурациjи са приказаним векто-
рима коjи означаваjу интензитет и правац помjерања таласовода. Ово jе jасниjе
уочљиво на зумираном диjелу шеме са десне стране.

На Слици 7.2 a) може се уочити да се након примjене дисторзиjе отвара
процjеп у спектру, у коjем се jавља jедан пар ивичних мода на нултоj енергиjи –
нултих мода. Изглед и просторна расподjела интензитета ових нултих мода у
хексагоналноj решетки приказани су на Слици 7.4. Нулта мода jе композитна и
састоjи се од двиjе компоненте коjе су распоређене на обjе подрешетке: вртлог
компонента у подрешетки A и ивична компонента у подрешетки B. Вртлог
компонента из подрешетке A просторно се преклапа са вртлогом створеним
додавањем дисторзиjе у подрешетки B. Уочава се да jе интензитет вртлог
компоненте наjвећи у центру и да експоненциjално опада како се удаљавамо од
њега.
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Слика 7.4: Профили расподjеле интензитета компоненти нулте моде у хексаго-
налноj решетки са армчер граничним условима.

Утицаj нелинеарних ефеката у систему постаjе посебно изражен при високим
оптичким интензитетима. Због тога смо испитали динамику нултих мода у при-
суству засићуjуће Керове нелинеарности, додаjући члан ĤKerr (дат изразом 5.3)
у укупан Хамилтониjан система Ĥ. Увођење нелинеарности доводи до поjаве
„дишуће“ структуре мода, при чему се енергиjа (оптичка снага) периодично
пресипа из вртложне компоненте моде у ивичну компоненту и обратно. Оваj ефе-
кат jе илустрован на Слици 7.5, коjа приказуjе еволуциjу норми за поjединачне
подрешетке при различитим вриjедностима нелинеарности. Са повећањем jачине
нелинеарности, дисипативне нестабилности настаjу брже, а „дишући“ карактер
нултих мода постаjе нерегуларниjи, услед jачег спрезања са модама насталим у
балку.

Оваj ефекат може се илустровати приказом верности преклапања (fidelity),
коjа представља степен сличности између инициjалне нулте моде и моде наста-
ле током пропагациjе, за опсег нелинеарности од [−2 , 2], Слика 7.6. Могу се
издвоjити два региона: за релативно мале вриjедности нелинеарности, |G| < 1,
долази до слабог спрезања између компоненти исте нулте моде и веома слабог
миjешања између нултих и балк мода, што се огледа у осциловању верности пре-
клапања у опсегу F = [0.9, 1]. За веће вриjедности |G| > 1, нелинеарни ефекти
постаjу доминантни, доводећи до смањења верности преклапања и постепене
деструкциjе нулте моде.
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Слика 7.5: Норма N дуж осе пропагациjе z, за поjединчане подрешетке, A (плава)
и B (наранџаста), за различите вриjедности нелинеарности G.

Слика 7.6: Преклапање F између инициjалне моде и моде током пропагациjе у
зависности од нелинеарности G.

Испитаћемо утицаj присуства засићуjућег поjачања и губитака у систему ради
провjере могућности успостављања ласерског режима рада компоненти нулте
моде. Вриjедности параметара поjачања и губитака коjе се користе преузете су
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из литературе о активним тополошким решеткама са резонаторима . Нумеричке
симулациjе показуjу да jе додавање поjачања само у jедну подрешетку ефикасниjе
него истовремено пумпање обjе подрешетке. Стога су у наставку приказани
резултати добиjени пумпањем искључиво подрешетке A.

Као инициjално стање коришћено jе оптичко поље слабог интензитета са
насумичним расподjелама амплитуда и фаза у обjе подрешетке (Слика 7.7a).
У присуству поjачања и губитака, са параметрима ΓA = 0.1, ΓB = 0, γA = 0.01
и γB = 0.1, на излазу решетке добиjа се нулта мода приказана на Слици 7.7б.
Формирана мода се састоjи од вртложне компоненте у подрешетки A, коjа носи
знатно већи интензитет, и ивичне компоненте у подрешетки B, коjа може бити
мање уочљива због доминантних губитака у тоj подрешетки.

Слика 7.7: а) Инициjално стање слабог интензитета за побуду решетке са насу-
мично распоређеним амплитудама и фаза у обjе подрешетке; б) Побуђена нулта
мода у режиму ласерског рада.

Режим ласерског рада потврђен jе анализом диjагностичких величина коjе
прате динамику мода (норма, партиципациони броj, преклапање), Слика 7.8.
Норма jе приказана у логаритамскоj скали ради jасниjе визуелизациjе поjачања
у обjе подрешетке, при чему jе ефекат изражениjи у подрешетки A. Партиципа-
циони броj jе у почетку веома висок услед насумичне расподjеле амплитуда и
фаза инициjалног стања. Међутим, одмах након формирања нулте моде његова
вриjедност нагло опада, што указуjе на локализациjу моде на ограниченом броjу
таласовода. Преклапање остаjе приближно константно током пропагациjе, са
вриjедношћу близу 1, што потврђуjе стабилност моде.

Побуђивање ивичне моде у подрешетки B, у коjоj су присутни губици, под-
стакло jе додатна испитивања кроз варирање параметара поjачања и губитака.
Утврђено jе да се нулта мода може побудити само у систему у коjем истовремено
постоjе и поjачање и губици. У случаjу када систем садржи само поjачање, или
када се поjачање и губици jављаjу у истоj подрешетки, нулта мода се не формира.
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Ради повећања ефикасности ласерског режима, анализиран jе однос губитака
између подрешетки. Преклапање jе показало да се висока ефикасност ласер-
ског режима постиже за релативно велике губитке у подрешетки B, односно за
γB/γA > 5.

Слика 7.8: Величине коjе описуjу динамику нулте моде у ласерском режиму
рада, редом: а) норма; б) партиципациони броj; в) фиделити.

Одређивање минималне дужине резонатора (дужине пропагациjе zsat) — при
коjоj норма достиже 99% своjе засићуjуће вриjедности (NA/B = 0.99N sat

A/B) —
служи као квантитативна карактеризациjа тополошке ласерске способности
активне решетке.

Након тога jе анализиран утицаj нелинеарности на ефикасност ласерског
режима рада. Из преклапања приказаног на Слици 7.9, могу се издвоjити три
jасно дефинисана режима:

• |G| < 0.1 — робусан ласерски режим рада ивичне моде;

• 0.1 < |G| < 0.9 — стабилан ласерски режим рада кроз вртложну компоненту
ивичне моде;

• |G| > 0.9 — делокализациjа моде и њено ширење преко обjе подрешетке.

Ови резултати показуjу да нелинеарношћу индуковано спрезање између
вртложних и ивичних компоненти, као и дестабилизациjа нулте моде позната из
пасивних решетки, настаjу и у активним системима у ласерском режиму рада.
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Слика 7.9: Параметри поjачања и губитака за ефикасан ласерски режим: ΓA/γA =
10, γB/γA = 10, ΓB = 0, γA = 0.01. а) zsat и N sat у зависности од jачине
нелинеарности; б) фиделити у поjединачним решеткама у опсегу нелинеарности
G = [−2, 2].

7.1.2 Ромбична решетка
Раниjе смо у тези нагласили утицаj граничних услова на енергетски спектар

фотонских решетки, а сада ћемо то и демонстрирати. Прво посматрамо спектар
ромбичне решетке са цик–цак граничним условима, у случаjу без присуства
дисторзиjе. У поређењу са хексагоналном решетком у армчер конфигурациjи,
овдjе се jавља фамилиjа ивичних мода чак и без присуства дисторзиjе.

На Слици 7.10(а) приказан jе спектар своjствених вриjедности добиjен из
Хамилтониjана без присуства дисторзиjе. Као што jе познато, енергетске зоне
се додируjу у шест Диракових тачака. Двиjе међу њима, означене са K±, су
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еквивалентне и посебно су истакнуте на Слици 7.10(б). Присуство ивичних мода
на нултоj енергиjи уочава се у опсегу 2π/(3

√
3) < |kx| < 4π/(3

√
3), као што jе

приказано на Слици 7.10(в).
Овакав спектар jе добиjен нумеричком методом суперћелиjа, уз претпоставку

да су моде бесконачно проширене у y–правцу, док jе у решеткином простору
формирана трака од ивичних хексогона у x–правцу.

Слика 7.10: а) Спектар своjствених вриjедности добиjен у случаjу без дисторзиjе;
б) Спектар проjектован у kx − ky раван са означеним Дираковим тачкама K±;
в) Спектар добиjен нумеричким методом суперћелиjа коjи показуjе присуство
ивичних мода.

Нулте моде, креиране без присуства дисторзиjе, представљаjу композитне
моде чиjе су компоненте простране дуж ивица система, али на супротним
странама подрешетки, као што jе приказано на Слици 7.11. Интензитет ових
мода експоненциjално опада са удаљавањем од ивица система, што указуjе на
њихову локализовану природу.
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Слика 7.11: Профил амплитуда компонената ивичне моде креираних у одсуству
дисторзиjе: а) компонента у подрешетки A и б) компонента у подрешетки B.

Након увођења дисторзиjе у ромбичну решетку, примjењене на исти начин
као код хексагоналне решетке — помjерањем таласовода у подрешетки B према
изразу 5.12 са фиксном фазом α = −π/2 и истим интензитетом деформациjе
— у енергетском спектру се поjављуjу нулте моде коjе настаjу као посљедица
тополошког фазног прелаза. И ове моде задржаваjу композитни карактер: у
подрешетки A мода се везуjе за тополошки дефект и локализуjе око центра
вртлога, док се у подрешетки B jавља одговараjућа ивична компонента, као што
jе приказано на Слици 7.12.

Слика 7.12: Профил амплитуда нултих мода у присуству дисторзиjе, приказан
засебно за обjе подрешетке: а) подрешетка A и б) подрешетка B.

На Слици 7.12 упоређени су спектри добиjени у случаjевима са и без дисторзи-
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jе, при чему jе приказана густина расподjеле своjствених вриjедности. Уочава се
да се у обjе фамилиjе нултних модa jавља више парова модa, али да су у систему
са дисторзиjом нулте моде знатно изолованиjе од остатка спектра. У наставку
испитуjемо њихову стабилност у присуству нелинеарности и неуређености у
решетки.

Слика 7.13: Густина расподjеле своjствених вриjедности ρ у случаjу са (смеђа
боjа) и без (плава боjа) дисторзиjе.

Посматрањем преклапања као мере сличности пратили смо утицаj нелинеар-
ности у обjема подрешеткама на динамику нултих мода. За мале вриjедности
нелинеарности, |G| < 0.5, вртложна компонента нулте моде остаjе добро очувана,
са високом вриjедношћу фиделитиjа током циjеле пропагациjе. У овом режиму
нелинеарност ниjе довољно jака да изазове значаjно миjешање унутар енер-
гетских зона, па тополошка заштита остаjе доминантан ефекат. У подрешетки
B, коjа подржава ивичну компоненту, при малим нелинеарностима уочава се
„дишући“ карактер. За веће вриjедности нелинеарности, |G| > 0.5, поjављуjе се
значаjно миjешање модa коjе доводи до наглог пада фиделитиjа у обjема подре-
шеткама током пропагациjе, што указуjе на деградациjу тополошки заштићене
локализациjе.
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Слика 7.14: Вриjедности преклапања у обjе подрешеткe за jачину нелинеарности
у опсегу G = [−2, 2] током пропагациjе.

Код хексагоналне решетке jе претходно утврђен однос параметара поjачања
и губитака коjи обезбjеђуjе наjбоље услове за ласерски режим рада кроз нулту
моду. Исти сет параметара примjењуjемо и на ромбичну решетку, при чему
истовремено испитуjемо могућност остваривања ласерског режима рада за обjе
фамилиjе ивичних модa.

У случаjу без дисторзиjе, користећи параметре ΓA/γA = 10, γB/γA = 10,
ΓB = 0 и γA = 0.01, постигнут jе ласерски режим рада кроз ивичне компоненте,
што потврђуjе раст норме за приближно два реда величине. Међутим, репови
ових модa продиру дубоко у решетку, чиме се нарушава ефикасност ласерског
режима због смањене локализациjе, што jе додатно потврђено повећаним вриjед-
ностима партиципационог броjа. Оваj ефекат делокализациjе може се ублажити
повећањем броjа jединичних ћелиjа у систему.

Након увођења дисторзиjе и коришћења инициjалног стања у виду оптичког
поља врло слабог интензитета са насумично изабраним амплитудама и фазама
(инициjални позадински шум), при истим вриjедностима параметара као у
претходном случаjу, постиже се стабилан ласерски режим. На Слици 7.15(б)
уочава се да се у подрешетки A ласерски рад одвиjа кроз вртложну компоненту
нулте моде, као и кроз ивичну компоненту из фамилиjе ивичних модa. Повећање
поjачања присутно jе и у подрешетки B, али jе, према профилу амплитуда, оно
значаjно слабиjе. Норма и партиципациони броj, приказани на Слици 7.15(a),
показуjу да се стабилан ласерски режим успоставља након z ≈ 300, при чему
компоненте кроз коjе се одвиjа ласерски рад задржаваjу високу компактност.
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Слика 7.15: а) Норма N и партиципациони броj P у ромбичноj решетки са
дисторзиjом. Параметри су ΓA/γA = 10, γB/γA = 10, ΓB = 0, γA = 0.01. Ласерски
режим jе инициjализован из насумичног позадинског шума. Плаве и црвене
криве одговараjу компонентама пропагираjуће моде у подрешеткама A и B,
редом. б) Профили амплитуде у дужини z = 1000.

Показано jе да присуство Керове нелинеарности изазива нерегуларности у
дишућим нултим модама и поjачано спрезање са модама коjе настаjу у линеарном
балку. Утицаj нелинеарности на ефикасност ласерског режима рада jе испитана
уз помоћ норми, приказаних на Слици 7.16. За слабе нелинеарности (|G| < 1)
уочава се стабилан ласерски режим рада у обjе подрешетке, са нормом у опсегу
(0.9 − 1)Nsat, при чему се стационарно стање постиже већ око z ≈ 300. То значи
да jе спрезање између вртложне и ивичних нултих модa веома слабо, а миjешање
са балк модама занемарљиво. Насупрот томе, за jаче нелинеарности (|G| > 1)
jављаjу се изражениjи ефекти: норма у подрешетки A опада, у B расте, што
указуjе на прерасподjелу интензитета вртложне нулте моде. Оваj процес доводи
до смањења кохерентног поjачања моде у ласерском режиму.
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Слика 7.16: Утицаj нелинеарности на ласeрски режим кроз нулту моду при пара-
метрима ΓA = 0.1, γB/γA = 0.01, илустрован jе приказом норми у подрешеткама.
Jачина нелинеарности jе варирана у интервалу од G = [−2, 2].

7.2 Квази-1Д системи са флуксом
У овом диjелу дисертациjе представљамо резултате истраживања добиjене

за квази-jеднодимензионалне траке налик графену, а потом и за траке налик
диjаманту. Редом су анализирани енергетски спектри у присуству синтетич-
ког флукса, поjава ивичних мода насталих као посљедица тополошког фазног
прелаза, као и израчунате тополошке инвариjанте коjе потврђуjу тополошку
заштиту добиjених мода. За први модел трака налик графену биће приказана и
детаљна експериментална реализациjа, коjа пружа директну потврду нумерички
добиjених резултата.

У наставку слиjеди систематско представљање резултата за квази-1Д системе.

7.2.1 Квази-1Д траке налик графену
Полазимо од траке чиjа jе структура приказана на Слици 6.1, а ефективни

Хамилтониjан дат изразом 6.1. Синтетички флукс уводимо кроз комплексне
константе спрезања и пратимо његов утицаj на спектар своjствених вриjедности,
добиjен рjешавањем своjственог проблема Хамилтониjана.

У одсуству флукса, спектар се састоjи од шест енергетских зона: двиjе су
равне, а четири дисперзивне, Слика 7.17 а). Пошто нема изолованих зона,
тополошка инвариjанта ниjе дефинисана. Процjеп око нулте енергиjе остаjе
празан, што указуjе на тополошки тривиjалан случаj.

Увођењем флукса нарушава се огледалска симетриjа, али хирална симетриjа
Хамилтониjана остаjе очувана, што jе одговорно за симетричан спектар у односу
на нулту енергиjу.
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За специфичну вриjедност флукса Φ = π, Ахаронов–Бомов ефекат доводи
до потпуне деструктивне интерференциjе и трансформише све дисперзивне зоне
у равне. Спектар тада садржи шест равних зона, Слика 7.17 б), а у процjепима
између њих jављаjу се три пара ивичних мода на енергиjама EV = 0,±

√
3.

Слика 7.17: Спектар своjствених вриjедности EV за: а) нулти флукс и б) π флукс.
Испрекидане линиjе црвене боjе означаваjу енергиjе на коjима се поjављуjу
дублети ивичних мода.

На Слици 7.18 приказан jе спектар своjствених вриjедности у зависности од
jачине флукса, коjи варира у опсегу параметра Φ ∈ [0, 2π]. Дублети ивичних
мода (EV = ±

√
3), коjи се налазе између спољашњих зона, поjављуjу се када се

отворе процjепи око Φ ≈ π/3. Ови дублети опстаjу све док се процjепи поново
не затворе, при Φ ≈ 5π/3. Процjеп између зона око нулте енергиjе почиње да
се отвара за Φ ≈ 2π/3, када се jавља jош jедан пар мода на нултоj енергиjи —
такозване нулте моде. Оне нестаjу из спектра када се процjеп затвори, приближно
при Φ ≈ 4π/3. Из ових резултата закључуjемо да синтетички флукс утиче на
енергетски спектар изазиваjући отварање и затварање процjепа, односно могуће
тополошке фазне прелазе.
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Слика 7.18: Спектар своjствених вриjедности у првоj Брилуеновоj зони у функ-
циjи укупног флукса Φ.

Као посљедица деструктивне интерференциjе, из профила ивичних мода се
уочава да таласоводи коjи повезуjу jединичне ћелиjе A и D носе нулту свjетлосну
снагу, што у потпуности спречава транспорт стања и поjаву дисперзиjе. На
Слици 7.19 приказана jе по jедна ивична мода из дублета, насталих на енергиjама
EV = 0 и EV = −

√
3. Важна jе чињеница да jе нулта мода савршено компактна:

она има jеднаке амплитуде коjе су присутне искључиво у три таласовода ивичне
jединичне ћелиjе. Суперпозициjа било коjих стања из равних зона не може
довести до формирања овако компактних мода.
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Слика 7.19: а) Ивична мода локализована на енергиjи EV = −
√

3; б) Нулта мода
локализована на енергиjи EV = 0.

У наставку фокусираћемо се на квантитативну карактеризациjу тополошких
своjстава трака путем Закове фазе — 1Д аналогиjе Бериjеве фазе. Закова фаза
представља интегралну мjеру коjа квантификуjе геометриjске особине Блохових
стања унутар енергетске зоне и пружа директан увид у тополошку природу
система. Према принципу балк–ивица кореспонденциjе, цjелоброjна вриjедност
Закове фазе, изражена у jединицама π, кореспондира броjу парова ивичних
мода коjи настаjу унутар енергетског процjепа. Ова веза између балк тополо-
гиjе и ивичних стања омогућава да тополошка инвариjанта добиjена из зонске
структуре предвиди присуство робусних ивичних мода у коначним системима.

За израчунавање Закове фазе примjењена су два комплементарна поступка:
(i) метод проjектора, коjи се заснива на формализму Блохових вектора, и (ii)
метод средњег хиралног помjераjа МХД (mean chiral displacement, MCD). , коjи jе
проширење стандардног метода средњег помераjа МФД (mean field displacement,
MFD) прилагођеног за примjену у системима са хирaлном симетриjом.

У оквиру метода проjектора, централна величина jе проjектор на своjстве-
но стање P̂ (k) = |un(k)⟩⟨un(k)|, коjи омогућава да се тополошка инвариjанта
директно повеже са геометриjом зоне:

Zp = Im
(

ln
(
Tr[

L∏
n=1

P̂ (kn)]
))
, (7.1)

гдjе kn = 2πn
L

означава дискретне вриjедности таласног броjа добиjене дискрети-
зациjом Брилуенове зоне на L тачака.

Процедура нумеричког израчунавања Zp почиње рjешавањем своjственог
проблема Хамилтониjана траке у k-простору, дискретизованом на L тачака са
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размаком 2π/L. За сваки дискретни таласни броj ki (i = 1, . . . , L, k ∈ [−π, π])
у првоj Брилуеновоj зони одређуjе се скуп од шест своjствених вриjедности и
одговараjућих нормализованих своjствених вектора, при чему свака своjствена
вриjедност припада jедноj енергетскоj траци.

На основу тог скупа формира се матрица проjектора димензиjе 6 × 6, коjа
представља корелациону матрицу између своjствених вектора добиjених за све
k-вриjедности. Закове фазе, израчунате према jедначини 7.1 за сваку изоловану
енергетску зону, приказане су у Табели 7.1.

Табела 7.1: Вриjедности Закове фазе за изоловане енергетске зоне у зависности
од великог флукса Φ = 2πG.

Φ Зона 1 Зона 2 Зона 3 Зона 4 Зона 5 Зона 6
0 -0,034 -0,460 0,4945 0,4857 0,3556 -0,841
π
5 1 -1 0 0 -1 1

2π
5 -1 1 0 0 1 -1

3π
5 1 -1 0 0 1 1

4π
5 1 -1 -1 -1 -1 1
π 1 -1 1 -1 -1 1
6π
5 -1 -1 -1 1 1 -1

7π
5 1 -1 0 0 -1 1

8π
5 -1 1 0 0 1 -1

9π
5 -1 1 0 0 1 -1

2π 0,467 -0,969 0,501 -0,115 0,729 -0,614

Уколико упоредимо добиjене вриjедности Закове фазе са спектром своjстве-
них вриjедности, Слика 7.18, уочавамо да се цjелоброjне вриjедности Закове
фазе изолованих енергетских зона jављаjу управо у тренутку када се у спектру
отвараjу процjепи. Ова корелациjа указуjе на постоjање тополошке заштите
ивичних мода коjе се формираjу унутар тих процjепа.

Концептуална основа метода МФД и МХД почива на Бери фази, коjа описуjе
акумулациjу глобалне фазе када Блохов своjствени вектор прати затворену пу-
тању у k–простору унутар прве Брилуенове зоне. У 1Д периодичним системима,
у базису Ваниер (Wannier) функциjа Бери фаза jе директно пропорционална
помjерању центра масе базних функциjа. Као последица, МФД jе широко ко-
ришћен у 1Д системима са двиjе зоне за одређивање тополошке инвариjанте
изолованих зона на основу средњег помjерања центра таласног пакета побуђеног
из jедног чвора:

MFD(Lz) = 1
Lz

∫ Lz

0

∑N−1
n=0 (xn(z) − xn(0))|ψn(z)|2∑N−1

n=0 |ψn(z)|2
dz, (7.2)

гдjе jе Lz дужина пропагациjе у смjеру z, xn позициjа у траци, а Ψ = [ψ1, ψ2, . . . , ψN ]T
таласни пакет. Закова фаза се затим добиjа као

Zp[π] = 2πMFD.
Цjелоброjна вриjедност Zp (у jединицама π) директно jе повезана са бро-

jем ивичних мода коjе се формираjу у процjепима између изолованих зона,
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непосредно након тополошке фазне транзициjе, чиме се потврђуjе булк-ивица
коресподенциjа.

Иако jе МФД метод првобитно развиjен за 1Д решетке са двиjе зоне, може се
примиjенити и на системе са више енергетских зона, под условом да геометриjа и
симетриjе дозвољаваjу редукциjу на ефективани дво-зонски спектар. У хиралним
решеткама са више чворова по jединичноj ћелиjи, МХД се добиjа тако што се
израчунава МФД за различите инициjалне побуде коjе припадаjу различитим
подрешеткама, а затим се њихов просjек користи за дефинисање Закове фазе.

Zp = 2 MCD
π

. (7.3)

У нашем случаjу, средња jединична ћелиjа хиралне траке садржи шест
чворова (три са сваке подрешетке). Побуђуjемо сваки чвор у средњоj jединичноj
ћелиjи и узимамо просечну вриjедност три МФД мерења да одредимо Закову
фазу централних зона, Слика 7.20. Резултуjуће вриjедности Закове фазе се
поклапаjу са онима у Табели 7.1.

Слика 7.20: МХД (црна испрекидана линиjа) за различите вриjедности параметра
флукса добиjен усредњавањем МФД вриjедности за таласоводе: а) A,C,E; b)
B,D, F .

Након добиjања изузетно добрих резултата нумеричким симулациjама, ука-
зала се потреба и прилика да се они експериментално потврде. Детаљи експери-
менталне поставке и процеса фабрикациjе траке већ су описани у претходном
поглављу.

Први кључни изазов било jе увођење синтетичког флукса у фотонску траку.
Ово jе реализовано примjеном мултиорбиталног спрезања: одређен броj jедно-
модних (S) таласовода замиjењен jе мултимодним (P ) таласоводима, чиме jе
остварена контролисана фазна разлика између спрегнутих стања таласовода коjа
одговара ефективном флуксу π. Управо jе ова вриjедност, према нумеричким
симулациjама, дала наjизразитиjе тополошке ефекте. У складу с тим, трака
изграђена искључиво од S таласовода третира се као тополошки тривиjална,
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док трака коjа садржи комбинациjу S и P таласовода представља платформу
за тестирање тополошке нетривиjалности.

Модификована структура траке након замjене одговараjућих таласовода
приказана jе на Слици 7.21. Док jе jединична ћелиjа теориjског модела садржала
шест таласовода, имплементациjа синтетичког флукса захтjевала jе њено проши-
рење на дванаест. У овом поступку, S таласоводи коjи повезуjу хексагоне унутар
jедне ћелиjе замиjењени су P таласоводима. Да би се обезбиjедило стабилно спре-
зање између S и P таласовода, примjењен jе протокол за оптимално подешавање,
коjим су њихове константе пропагациjе усклађене у сусjедним таласоводима.
Оваj услов jе постигнут за таласну дужину око 640 nm, што jе коришћено у
нашим експериментима.

Слика 7.21: а) S и SP конфигурациjе трака, гдjе jе jачина флукса назначена
унутар сваке jединичне ћелиjе; б) Слике израђених решетки добиjене свjетлосним
микроскопом.

Да бисмо боље разумjели динамику и транспорт мода у квази-jеднодимензионим
тракама, експериментално смо посматрали како се свjетлост шири кроз решетку
у зависности од улазне побуде и примjењеног синтетичког флукса. Понашање
транспорта директно одражава тополошка своjства система, па jе оваj приступ
погодан за провjеру предвиђања нумеричких симулациjа.

За контролу режима транспорта користимо чињеницу да се константе спре-
зања у фотонским тракама готово линеарно миjењаjу са таласном дужином
побуде. Промjена таласне дужине се може тумачити као испитивање система у
различитим „динамичким временима“ Vz, без потребе да се миjења сама геоме-
триjа решетке. У експерименту jе зато примjењен суперконтинуумски (SC) ласер
у опсегу 630–750 nm, при чему jе сноп снажно фокусиран како би се селективно
побудили поjединачни чворови.

У тривиjалном случаjу (без синтетичког флукса), на Слици 7.22 a) су при-
казани резултати побуде D таласовода добиjени за различите таласне дужине
упадног ласерског снопа. Види се да као резултат добиjамо транспорт сли-
чан дискретноj дифракциjи у 1Д решеткама, тj. балистички тип транспорта.
Активиран jе само дисперзивни дио спектра и не долази до побуде равних зона.
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Уколико посматрамо идентичну побуду, али сада у нетривиjалноj решетки у
присуству флукса π, видимо да свjетлост остаjе заробљена осцилуjући унутар
jедне jединичне ћелиjе, Слика 7.22 б). Постоjи бариjера, изазвана присуством
флукса, коjу свjетлост не може да савлада и настави транспорт кроз решетку.
Ово jе резултат деструктивне интерференциjе изазване Ахаронов Бом ефектом,
када у систему имамо присутне само равне зоне. Ефекат заробљавања свjетлости
jе детектован за широк опсег таласних дужина.

Слика 7.22: Излазни интензитети за ексцитациjу D таласовода (означен жутом
кружницом) у центру рибона за: а) тривиjалну траку (Φ = 0) и б) нетривиjалну
траку (Φ = π). Таласне дужине ексцитациjе су дате између двиjе слике и исте
су за обjе траке.

У циљу карактеризациjе булк транспорта, MХД jе одређен као средња ври-
jедност експериментално одређених МФД-а добиjених побуђивањем A, C и E
чворова, што jе у складу са хиралном симетриjом система, Слика 7.23. У случаjу
тривиjалног флукса (Φ = 0), вриjедности MХД-а осцилуjу око нуле, што jе знак
да jе Закова фаза jеднака нули. Свиjетлост се у том режиму снажно шири кроз
решетку, што смо видjели на Слици 7.22 а), а блага вариjациjа у вриjедностима
МХД-а jе посљедица нехомогености у траци, насталих приликом фабрикациjе.
Подаци означени сивом боjом су добиjени ако се посматраjу само побуде у C
и E таласоводима, пошто ови таласоводи углавном активираjу равне зоне и
свjетлост остаjе ограничена унутар jедне jединичне ћелиjе.

Када се уведе нетривиjалан флукс (Φ = π), слика се драматично миjења:
MХД поприма вриjедности близу −0.5, што недвосмислено указуjе на тополошку
нетривиjалност. Наjjачи ефекат jавља се око таласне дужине од 640nm, када се у
потпуности испуњава услов за нетривиjалност. На оваj начин, експериментално jе
показано да се тривиjалне и нетривиjалне фазе зоне могу динамички разликовати,
зависно од уведеног флукса.
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Слика 7.23: Експериментално добиjене вриjедности МХДа у зависности од улазне
таласне дужине за тривиjалну (Φ = 0) и нетривиjалну траку (Φ = π).

Побуда таласовода A, на лиjевоj ивици решетке омогућава нам испитивање
ивичне ексцитациjе. У тривиjалноj решетки са Φ = 0, свjетлост се само шири
дуж решетке, при чему се ивица понаша као одбиjаjућа бариjера, Слика 7.24
a). Ово директно произилази из недостатка тополошке заштите у тривиjалним
решеткама.

Супротно томе, када jе присутан нетривиjалан флукс, Слика 7.24 б), свjе-
тлост остаjе заробљена у првоj jединичноj ћелиjи, локално осцилуjући усљед
истовремене побуде три пара ивичних мода коjи се тада jављаjу у систему, jер
свака ивична мода има наjвећу амплитуду баш у таласоводу A. Центар масе
jе приказан на Слици 7.24 в) као функциjа таласне дужине, при чему обоjена
површина показуjе други моменат као индикатор дисперзиjе.

Иако jе услов за подешавање оптимизован око 640nm, наши резултати по-
казуjу да услов деструктивне интерференциjе при Φ = π важи и изван нултог
режима подешавања. Међутим, мjерења се заустављаjу на 750nm да би се
избjегли ефекти сљедећих наjближих сусjеда.

Слика 7.24: Ивична побуда A таласовода код: а) тривиjалне траке; б) нетриви-
jалне траке. в) Центар масе у зависности од таласне дужине.
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Даље jе истраживана робусност компактних нултих ивичних мода. За то jе
коришћена поставка са генератором слика, коjа омогућава истовремену побуду
више чворова решетке са задатом амплитудом и фазном структуром. Констру-
исано jе улазно стање са три чвора на таласноj дужини 640nm и побуђени су
чворови A, C и E на лиjевоj ивици, Слика 7.25. Као што показуjу жути и зелени
кругови на Слици 7.25, таласоводи C и E су побуђени у фази, док се релативна
фаза (∆) у A варира око π.

Резултати за тривиjалну решетку Слика 7.25 a) показуjу jасне знаке ди-
сперзиjе и осцилациjа између равних зона, без тенденциjе ка локализациjи на
ивици. Насупрот томе, за Φ = π уочавамо на Слици 7.25 б) да свjетлост остаjе
заробљена у првоj jединичноj ћелиjи, са готово потпуним одуством дисперзиjе у
балк решетке.

Ова локализациjа се одржава без обзира на фазну структуру улазног стања,
показуjући робусност компактних ивичних мода према фазним девиjациjама.
Ово jе посебно значаjно у примjенама у коjима jе фаза упадног зрака подложна
случаjним флуктуациjама.

Слика 7.25: Робусност компактних ивичних мода на вариjациjе фазе улазног
снопа побуде код: а) тривиjалне траке; б) нетривиjалне траке.

На краjу, испитуjемо стабилност и робусност пропагациjе компактних ивич-
них мода узимаjући у обзир грешке у изради. Фазу улазног стања фиксирамо
на ∆ = π и конструишемо z-scan конфигурациjу , у коjоj побуђени чворови A,C
и E (у првоj jединичноj ћелиjи) имаjу пуну дужину пропагациjе, док преостали
чворови решетке имаjу краћу дужину zs.

Да бисмо пратили еволуциjу стања, израдили смо 14 решетки са различитим
zs и приказали сет излазних профила на Слици 7.26. Уочавамо одличну стабил-
ност пропагациjе компактних ивичних мода. Пошто jе свака решетка израђена
независно, на сваком узорку jе присутна случаjна неуређеност. Из тога слиjеди
да jе нулта ивична мода веома отпоран на мање девиjациjе у структури решетке.
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Слика 7.26: Отпорност компактне ивичне моде на неуређености настале приликом
фабрикациjе траке.

Након спроведене детаљне нумеричке и експерименталне анализе прве траке,
коjом jе потврђено постоjање савршено компактних и тополошки заштићених
нултих модa, поjавила се идеjа да се исти тип локализованих стања испита у
другачиjоj геометриjскоj конфигурациjи, измjеном симетриjских своjстава трака.

Други модел трака налик графену приказан jе на Слици 6.2 и описан Ха-
милтониjаном 6.2. Редослиjед испитивања и примjењена методологиjа остаjу
идентични као у претходном случаjу, што омогућава директно поређење резул-
тата. За разлику од прве траке, овдjе jединичне ћелиjе диjеле jедан таласовод
са сусjедном ћелиjом ради формирања хексагона. Ова геометриjска промjена
нарушава поjедине симетриjе присутне у претходном моделу — нарочито хирал-
ну симетриjу, коjа jе кључна за тополошку заштиту у бипартитним системима
налик графену.

Након рjешавања своjственог проблема без уведеног флукса, спектар се
састоjи од пет енергетских трака, двиjе равне и три дисперзивне, Слика 7.27.
Уочава се поjава локализованог стања у процjепу између спољашњих зона, коjе
jе везано за додатни таласовод убачен ради формирања затворене структуре.
Сличне локализоване моде познате су и код цик-цак трака графена [?, ?], гдjе
настаjу као посљедица граничних услова, али немаjу тополошку заштиту: оне су
осетљиве на мале геометриjске поремећаjе или вариjациjе параметара спрезања и
лако нестаjу услед пертурбациjа. У нашем случаjу, одсуство хиралне симетриjе и
изостанак квантизованих тополошких инвариjанти потврђуjу да изолована модa
ниjе тополошке природе, већ представља геометриjски индуковно стање. Ово
указуjе да само присуство моде у процjепу, без анализе симетриjа и инвариjанти,
ниjе довољно за доказивање тополошке робусности.
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Слика 7.27: Спектар своjствених вриjедности EV за: а) нулти флукс и б)
π флукс. Испрекидане линиjе црвене боjе означаваjу енергиjе на коjима се
поjављуjу ивичне моде.

Вриjедност флукса Φ = π производи исти кључни ефекат као у претходном
моделу: све енергетске траке постаjу равне усљед Ахаронов–Бомове деструктивне
интерференциjе, а између њих се jављаjу ивичне моде, Слика 7.27. Међутим, за
разлику од првог модела, на нултоj енергиjи више не постоjи дублет нултих мода;
присутна jе само равна зона коjа подржава постоjање компактних, локализованих
стања. Ово указуjе да промjеном геометриjе и симетриjе траке бива нарушен
услов за формирање тополошки заштићених нултих мода.

Даље, праћење спектра своjствених вриjедности при постепеном повећању
jачине флукса показуjе да равне зоне креиране у одсуству флукса, на енергиjама
EV = ±1, остаjу равне за све вриjедности Φ, Слика 7.28. Процjеп коjи постоjи
већ од нултог флукса остаjе отворен током циjелог процеса, што имплицира
да у овом систему не долази до тополошког фазног прелаза. У складу са тим,
локализована стања коjа се jављаjу нису посљедица тополошке робусности већ
су условљена геометриjским факторима и остаjу осjетљива на поремећаjе у
структури или у параметрима спрезања.
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Слика 7.28: Спектар своjствених вриjедности у првоj Брилуеновоj зони у функ-
циjи yкупног флукса Φ.

Ивичне моде коjе се jављаjу у одсуству флукса настављаjу да постоjе за
све вриjедности Φ, али њихов просторни профил постаjе све ужи са повећањем
флукса. Наjвећи степен просторне компактности постиже се у случаjу Φ = π,
што jе приказано на Слици 7.29.

Слика 7.29: Ивична мода локализована на енергиjи EV = −
√

3.

Сумираjући, ивичне моде у овом моделу потичу из саме геометриjе траке, а
не из балк топологиjе. То jе у складу са раниjим квалитативним запажањима
и сада jе кванитативно потврђено: (i) не долази до карактеристичног „затвара-
ња–понoвног отварања“ процjепа при промjени флукса (изостанак тополошког
прелаза), (ii) Закове фазе израчунате проjектор-методом за све изоловане траке
остаjу нецjелоброjне (Табела 7.2), па стога нема балк–ивица кореспонденциjе коjа
би гарантовала ивичне моде, и (iii) моде jесу присутне и без флукса и постаjу
ужe с порастом флукса, али им робусност осjетно зависи од детаља граничних
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услова и локалних поремећаjа. Ови налази досљедно указуjу на тополошки
тривиjалан карактер уочених ивичних стања.

Табела 7.2: Вриjедности Зак фазе за изоловане енергетске зоне у зависности од
великог флукса Φ = 2πG.

Φ Зона 1 Зона 2 Зона 3 Зона 4 Зона 5
0 -0,5654 0 -0,8674 0 -0,5654
π
5 0,1500 0,7517 -0,8799 -0,3642 0,8073

2π
5 0,2755 0,8361 -0,8934 -0,7507 0,7022

3π
5 0,3934 -0,9636 -0,8984 0,1194 -0,0125

4π
5 0,5104 -0,6677 -0,8946 0,1722 -0,1395
π 0,6419 -0,5844 -0,8808 -0,4841 -0,2473
6π
5 0,8202 0,1095 -0,8567 0,5446 0,9781

7π
5 -0,6943 0,6142 -0,8246 -0,9481 -0,8367

8π
5 -0,5090 0,8926 -0,7907 -0,5497 -0,6987

9π
5 -0,7604 0,8468 -0,7724 0,5001 0,0802

2π 0,9693 -0,2450 -0,4428 -0,2255 -0,2527

7.2.2 Квази-1Д траке налик диjаманту
Први анализирани модел заснива се на диjамантскоj jединичноj ћелиjи (гра-

дивном елементу), од коjе jе формирана квази-jеднодимензионална трака прика-
зана на Слици 6.3. Њена динамика описана jе ефективним Хамилтониjаном 6.3.
Тополошки прелаз се индукуjе увођењем синтетичког флукса jеднаке jачине
у сваку jединичну ћелиjу. Рjешавањем своjственог проблема Хамилтониjана
добиjамо спектар своjствених вриjедности.

У одсуству флукса, спектар садржи четири енергетске зоне: двиjе изоловане и
двиjе сингуларне, Слика 7.30а. Потпуно равна зона на нултоj енергиjи потиче из
геометриjских своjстава диjамантске ћелиjе и указуjе на постоjање компактних
локализованих стања коjа нису тополошки заштићена. Како се флукс постепено
повећава, ова равна зона постаjе дисперзивна, што потврђуjе њену геометриjску,
а не тополошку природу.

Спектар садржи и два енергетска процjепа коjи у режиму без флукса немаjу
стања унутар процjепа, што додатно потврђуjе одсуство тополошког фазног
прелаза.

За Φ = π, деструктивна интерференциjа узрокуjе колапс дисперзивних
зона у равне, формираjући потпуно раван мултизонски спектар, Слика 7.30
б). Поравнање настаjе услед дегенерациjе 4(N − 1) своjствених вриjедности
коjе колабираjу у четири равне зоне, симетрично распоређене око EV = ±1 и
EV = ±2. У процjепима између равних зона jављаjу се двоструко дегенерисани
парови ивичних мода на енергиjама EV = ±

√
2. Као директна посљедица

деструктивне интерференциjе, профили ових ивичних мода имаjу нулту снагу
на повезуjућим чворовима (A или C), што у потпуности спречава транспорт
стања и дисперзиjу.
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Слика 7.30: Спектар своjствених вриjедности EV за: а) нулти флукс и б) π
флукс. Испрекидане црвене линиjе означаваjу енергиjе на коjима се jављаjу
ивичне моде.

Израчунали смо спектар своjствених вриjедности EV за низ различитих
вриjедности параметра флукса, како бисмо добили референтни приказ утицаjа
флукса на енергетску структуру система, Слика 7.31. Уочава се да постепено
повећање синтетичког флукса трансформише инициjално равну зону на нултоj
енергиjи у дисперзивни, уз истовремену поjаву енергетског процjепа око нул-
те енергиjе. Таj процjеп остаjе празан, без ивичних стања, за све разматране
вриjедности флукса, што потврђуjе његову тополошку тривиjалност.

Како параметар флукса достиже приближно Φ ≈ π/2, спољашњи енергетски
процjеп се затвара, а затим поново отвара. Након поновног отварања, унутар
тог процjепа поjављуjу се ивичне моде коjе опстаjу све док се процjеп не затвори
у околини Φ ≈ 3π/2. Профили ових ивичних мода показуjу да су оне снажно
локализоване на ивичним jединичним ћелиjама, при чему повезуjући чвор остаjе
ненасељен, Слика 7.32.
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Слика 7.31: Спектар своjствених вриjедности у првоj Брилуеновоj зони у функ-
циjи укупног флукса Φ.

Слика 7.32: Ивинчна мода локализована на енергиjи EV = −
√

2.

Да бисмо провjерили да ли су уочене ивичне моде заиста тополошки за-
штићене, прво смо примиjенили проjектор-метод за израчунавање Закове фазе,
при чему су добиjене вриjедности приказане у Табели 7.3. При нултом флуксу,
израчунате инвариjанте указуjу на нетривиjалност унутрашњих зона. Међутим,
како су унутрашње зоне сингуларне (’преклапаjу се’) и тиме нису изоловане
тополошка карактеризациjа зона понаособ нема физичког смисла. Са постепеним
повећањем флукса, отвараjу се енергетски процjепи у спектру и у њима се поjа-
вљуjу нове ивичне моде. У том режиму зоне између коjих се моде jављаjу постаjу
окарактерисане цjелоброjном вриjедношћу Закове фазе, што посредно указуjе
на тополошки карактер креираних ивичних мода. Након поновног затварања
процjепа, одговараjуће зоне постаjу тополошки тривиjалне.
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Табела 7.3: Зак фаза изолованих зона добиjена нумеричким методом проjектора
у функциjи укупног флукса Φ = 2πG.

Φ Зона 1 Зона 2 Зона 3 Зона 4
0 0 -1 -1 0
π
5 0 0 0 0

2π
5 0 0 0 0

3π
5 1 -1 -1 1

4π
5 -1 -1 1 -1
π -1 1 1 -1
6π
5 -1 1 1 -1

7π
5 -1 1 1 -1

8π
5 0 0 0 0

9π
5 0 0 0 0

2π 0 -0,118 0,118 0

Слика 7.33: МФД за различите вриjедности флукса.

Резултати добиjени методом средњег помjераjа додатно потврђуjу ову слику.
Као што jе приказано на Слици 7.33, у наведеном опсегу вриjедности флукса
MФД задржава константну вриjедност близу −0.5, што одговара квантованоj
Заковоj фази и указуjе на нетривиjалну тополошку природу зона. Ови резултати
су добиjени за инициjалну побуду у таласоводу A коjи се налази у центру
траке, а исти ефекат jе добиjен и при побуђивању таласовода C. Насупрот томе,
побуђивање таласовода B или D доводи до локализованог одзива без значаjног
ширења побуде дуж траке. Стога MФД jасно описуjе тополошки транспорт дуж
траке, у коjем активну улогу имаjу само таласоводи типа A и C.

Обjе методе потврдиле су постоjање тополошке заштите, што указуjе да су
добиjене моде робусне на спољашње пертурбациjе.

Други модел трака са градивним елементима типа диjаманта приказан jе на
Слици 6.4, док jе његов ефективни Хамилтониjан дат изразом 6.4. Из облика
Хамилтониjана jасно jе да ова трака посjедуjе хиралну симетриjу. За разлику
од претходне траке, овдjе сусjедне jединичне ћелиjе диjеле заjеднички саjт, што
утиче на његове спектралне и тополошке особине.
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У одсуству флукса, спектар своjствених вриjедности садржи равну зону на
нултоj енергиjи, заjедно са двиjе дисперзивне зоне. У овом режиму у спектру нема
процjепа, што jе jасно видљиво на Слици 7.34(a), гдjе су приказане своjствене
вриjедности добиjене из дисперзионе релациjе.

Као и у претходном случаjу, при Φ = π, деструктивна интерференциjа доводи
до формирања потпуно равног спектра, коjи садржи три равне зоне симетрично
смjештене на EV = 0,±2. Унутар процjепа између ових равних зона наставља да
постоjи дублет двоструко дегенерисаних ивичних мода на енергиjи EV = ±

√
2,

што jе приказано на Слици 7.34(b).

Слика 7.34: Спектар своjствених вриjедности EV за: а) нулти флукс и б) π
флукс. Испрекидане црвене линиjе представњаjу енергиjе на коjима се jављаjу
ивичне моде.

Из еволуциjе спектра при промjени флукса, приказане на Слици 7.35, уочава
се да равна зона остаjе фиксирана на нултоj енергиjи за све вриjедности флукса.
Како се флукс повећава, између равне зоне и сусjедних дисперзивних трака
отвараjу се енергетски процjепи. Унутар ових процjепа jављаjу се ивичне моде
коjе опстаjу све док се процjепи поново не затворе, што указуjе потенциjално на
њихову тополошку природу у овом опсегу параметара. Профили ових ивичних
мода показуjу да су оне снажно локализоване на ивичноj jединичноj ћелиjи, као
што jе приказано на Слици 7.36.
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Слика 7.35: Спектар своjствених вриjедности у првоj Брилуеновоj зони у функ-
циjи укупног флукса Φ.

Слика 7.36: Ивинчна мода локализована на енергиjи EV = −
√

2.

Користећи претходно описане методе за испитивање тополошке заштите
уочених ивичних мода, израчунали смо Закове фазе и установили да jе равна
зона тополошки нетривиjална за све вриjедности флукса, осим за нулу, док
преостале двиjе траке остаjу тополошки тривиjалне, Табела 7.4. Иако Закова
фаза указуjе на тополошку нетривиjалност равне зоне, добиjене вриjедности
MФД-а остаjу приближно нула. Ово привидно неслагање потиче из природе
равних зона: оне имаjу константне енергетске вриjедности независне од таласног
броjа, што значи да jе групна брзина ∂E/∂k повезана са таласним пакетом
jеднака нули, па нема преноса енергиjе ни просторног транспорта. Како MФД
мjери просjечно помjерање центра таласног пакета током пропагациjе, он остаjе
нула када побуда остаjе локализована, чак и у случаjу тополошки нетривиjалне
зоне. Поред тога, због хиралне симетриjе система, своjствена стања равне зоне
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могу имати симетричне просторне расподjеле коjе додатно поништаваjу нето
помjерање. Ово наглашава да ненулта Закова фаза сама по себи не гарантуjе
уочљив транспорт у MФД-мjерењима за системе са равним зонама.

Табела 7.4: Зак фаза изолованих зона добиjена нумерички методом проjектора
у функциjи великог флукса Φ = 2πG.

Φ Зона 1 Зона 2 Зона 3
0 0 0 0
π
5 -0,496 -1 -0,496

2π
5 -0,498 -1 -0,498

3π
5 -0,498 -1 -0,498

4π
5 -0,499 -1 -0,499
π -0,499 1 -0,499

6π
5 -0,499 -1 -0,499

7π
5 -0,499 1 -0,499

8π
5 -0,498 -1 -0,498

9π
5 -0,496 1 -0,496

2π -0,469 0,960 -0,469

7.3 Потенциjалне примjене
Резултати приказани у претходним поглављима — нумерички и експери-

ментално потврђена поjава компактних, тополошки заштићених нултих мода у
хексагоналним и ромбичним решеткама, као и у квази-jеднодимензионалним
тракама са синтетичким флуксом — пружаjу основу за више потенциjалних
примjена у фотоници и сродним областима. Ови налази су у складу са раниjим
радовима коjи показуjу да тополошка фотоника омогућава робусне, дисперзи-
оно контролисане моде са високим степеном локализациjе и стабилности на
поремећаjе [19, 63, 18, 114].

Jедна од кључних примjена односи се на интегрисане фотонске ласере. У
овоj дисертациjи показано jе да хексагонална решетка са дисторзиjом подржава
стабилан ласерски режим рада нултих мода, што jе у сагласности са извештаjима
о тополошким ласерима у фотонским резонаторима [115, 35]. Практична импле-
ментациjа овог концепта може се остварити коришћењем мултиjезгарних влакана
или директног ласерског уписивања таласовода, при чему селективна активаци-
jа jезгара и таласовода омогућава контролисано поjачање и губитке [116, 117].
У таквим структурама, компактне моде омогућаваjу високу ефикасност због
ограниченог просторног ширења и смањених губитака енергиjе.

Компактне тополошке моде, нумерички и експериментално добиjене у квази-
1Д тракама са синтетичким флуксом, настале су као последица Ахаронов-
Бомовог ефеката у широком спектралном опсегу. Ова поjава jе позната по
своjоj робусности према вариjациjама параметара [118], што их чини погодним
за широкопоjасно фотонско рачунарство и квантне комуникационе канале, гдjе
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jе потребно одржати коерентност и стабилност моде у присуству флуктуациjа
фаза.

Даље, фотонске мемориjе и сензори са повећаном стабилношћу могу имати
користи од ових резултата. Локализоване моде отпорне на дефекте пружаjу
платформу за дуготраjну кохерентну мемориjу и прецизна мерења у условима
структурних несавршености. Ово jе у складу са недавним студиjама коjе су
истакле предност тополошке робусности у фотонским сензорима и мемориjама
[33].

Коначно, примjена неермитских модела (са контролисаним поjачањем и губи-
цима) може да прошири jедносмjерни транспорт и омогући ултра-нискоенергетску
фотонску електронику [119]. У овом раду показано jе да се комбинациjа поjачања
и губитака може користити за постизање ласерског режима и стабилизациjу
ивичних мода, што указуjе на њихову примjенљивост у будућим тополошким
оптичким колима.
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Глава 8

Закључак

У овоj дисертациjи истраживани су механизми настанка и особине тополошки
заштићених ивичних мода у квази-jеднодимензионалним и дводимензионалним
фотонским решеткама. Основни циљ рада био jе да се утврди на коjи начин
увођење синтетичког флукса и геометриjских модификациjа утиче на поjаву и
карактер робусних ивичних мода, као и да се идентификуjу услови под коjима ове
моде задржаваjу стабилност у присуству поремећаjа, нелинеарности и губитака.
Добиjени резултати продубљуjу разумевање односа између симетриjа, геометриjе
и тополошке заштите у фотонским решеткама.

У првом делу рада анализиране су дводимензионалне фотонске решетке —
хексагонална у армчер конфигурациjи и ромбична у цик-цак конфигурациjи.
Додавањем дисторзиjе у jедну подрешетку индуковали смо тополошки дефект,
што jе довело до формирања нултих ивичних мода. Показано jе да геометриjа
снажно утиче на поjаву ових мода: хексагонална решетка подржава jедну фами-
лиjу компактних мода са вртложном и ивичном компонентом, док ромбична,
поред дефектних, показуjе и фамилиjу ивичних мода искључиво геометриjског
порекла, независно од дисторзиjе. Анализа jе проширена на систем са Керовом
нелинеарношћу, гдjе jе показано да у присуству слабе нелинеарности вртложна
компонента нулте моде остаjе очувана, што посредно потврђуjе доминациjу
ефекта тополошке заштићености. Са порастом jачине нелинеарности долази до
резонантног мешања ивичних мода са модама из булка што доводи до изражене
дисперзиjе ивичних-нултих мода.

Увођењем у систем неермитских ефеката и пажљивим подешавањем сатура-
ционог поjачања и губитака, постигнут jе стабилан ласерски режим рада кроз
нулте ивичне моде. Посебно jе значаjно што се оваj режим успоставља чак и
када jе инициjална побуда реализована као random-phase excitation – униформно
оптичко поље са насумично распоређеним фазама, што jе стандардна техника
у експериментима дискретне фотонике за активирање великог броjа нормал-
них мода [?, ?]. Ова робусност указуjе да тополошка заштита ивичних стања
омогућава формирање стабилног ласерског зрачења чак и под условима коjи
имитираjу шумовито инициjално поље, што има велики потенциjал за практичну
имплементациjу фотонских тополошких ласера.

Други део рада посвећен jе квази-jеднодимензионалним тракама. Своjства
четири различитих конфигурациjа трака са градивним елеменатима типа хекса-
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гона (траке типа графена) и диjаманта, испитивана су у присуству синтетичког
флукса. Наjзначаjниjи резултати постигнути су за траку налик графену са
шест таласовода по jединичноj ћелиjи: показано jе да увођење флукса отвара
енергетске процепе и ствара тополошки заштићене ивичне моде. За Φ = π,
Ахаронов–Бомов ефекат доводи до формирања потпуно равног спектра и дубле-
та компактних нултих мода локализованих на само три таласовода ивичне ћелиjе
траке. Њихова тополошка природа потврђена jе независним израчунавањем
Закове фазе методама проjектора и средњег хиралног помераjа (MХД). Експери-
ментална реализациjа овог модела спроведена jе техником директног ласерског
уписивања таласовода у боросиликатно стакло. Синтетички флукс постигнут jе
спрезањем jедномодних (S) и мултимодних (P ) таласовода. Испитивањем балк
и ивичних побуда показана jе jасна разлика између тополошки тривиjалних и
нетривиjалних трака, а добиjени експериментални подаци — укључуjући мерење
MХД-а и испитивање робусности на фазне девиjациjе и фабрикационе несаврше-
ности — у потпуности су потврдили нумеричке резултате. Анализа преосталих
квази-1Д модела показала jе да, иако не генеришу потпуно компактне моде
на нултоj енергиjи, увођење флукса и у њима индукуjе настанак тополошки
заштићене ивичне моде. Ови резултати указуjу на нове могућности примjене
синтетичког флукса као контролног параметра за дизаjн фотонских структура
са специфичним транспортним своjствима.

На основу свих представљених резултата може се закључити да jе основни
циљ ове дисертациjе у потпуности остварен. Остварена открића пружаjу нова са-
знања коjа значаjно продубљуjу разумевање механизама коjи повезуjу симетриjе,
геометриjу и тополошку заштиту у фотонским решеткама. Ови резултати не
само да обогаћуjу фундаментално знање о тополошким феноменима у фотоници,
већ и отвараjу пут ка њиховоj примjени у развоjу напредних фотонских уређаjа
и технологиjа.
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I. Sagnes, J. Bloch, and A. Amo. Lasing in topological edge states of a one-
dimensional lattice. Nature Photonics, 11:651–656, 2017.

[81] A. Trombettoni and A. Smerzi. Discrete solitons and breathers with dilute
bose-einstein condensates. Physical Review Letters, 86(11):2353–2356, 2001.

[82] H. S. Eisenberg, Y. Silberberg, R. Morandotti, A. R. Boyd, and J. S. Aitchison.
Discrete spatial optical solitons in waveguide arrays. Physical Review Letters,
81(16):3383–3386, 1998.

[83] R. Iwanow, R. Schiek, G. I. Stegeman, T. Pertsch, F. Lederer, Y. Min, and
W. Sohler. Observation of discrete quadratic solitons. Physical Review Letters,
93(11):113902, 2004.

[84] L. Fan, J. Wang, L. T. Varghese, H. Shen, B. Niu, Y. Xuan, A. M. Weiner, and
M. Qi. An all-silicon passive optical diode. Science, 335(6067):447–450, 2012.

[85] Y. Ota, R. Katsumi, K. Watanabe, S. Iwamoto, and Y. Arakawa. Topological
photonic crystal nanocavity laser. Communications Physics, 1(1):86, 2018.

92



[86] D. A. Dobrykh, A. V. Yulin, A. P. Slobozhanyuk, A. N. Poddubny, and Y. S.
Kivshar. Nonlinear control of electromagnetic topological edge states. Physical
Review Letters, 121(16):163901, 2018.

[87] R. Ma, B. Saxberg, C. Owens, N. Leung, Y. Lu, J. Simon, and D. I. Schuster.
A dissipatively stabilized mott insulator of photons. Nature, 566:51–57, 2019.

[88] J. Meier, G. I. Stegeman, D. N. Christodoulides, Y. Silberberg, R. Morandotti,
H. Yang, G. Salamo, M. Sorel, and J. S. Aitchison. Experimental observation
of discrete modulational instability. Physical Review Letters, 92:163902, 2004.

[89] K. Tai, A. Hasegawa, and A. Tomita. Observation of modulational instability
in optical fibers. Physical Review Letters, 56:135–138, 1986.

[90] Falk Lederer, George I. Stegeman, Demetri N. Christodoulides, Gaetano
Assanto, Moti Segev, and Yaron Silberberg. Discrete solitons in optics. Physics
Reports, 463:1–126, 2008.

[91] E. Fermi, J. Pasta, and S. Ulam. Studies of nonlinear problems. Technical
Report LA-1940, Los Alamos National Laboratory, 1955. Los Alamos Report.

[92] R. Morandotti, H. S. Eisenberg, Y. Silberberg, M. Sorel, and J. S. Aitchison.
Self-focusing and defocusing in waveguide arrays. Physical Review Letters,
86:3296–3299, 2001.

[93] Y. S. Kivshar and G. P. Agrawal. Optical Solitons: From Fibers to Photonic
Crystals. Academic Press, San Diego, 2003.

[94] Yuzhou G. N. Liu, Pawel S. Jung, Midya Parto, Demetrios N. Christodoulides,
and Mercedeh Khajavikhan. Gain-induced topological response via tailored
long-range interactions. Nature Physics, 17:704–709, 2021.

[95] Haoran Xue, Qiang Wang, Baile Zhang, and Y. D. Chong. Non-hermitian dirac
cones. Phys. Rev. Lett., 124(236403), 2020.

[96] Bofeng Zhu, Qiang Wang, Daniel Leykam, Haoran Xue, Qi Jie Wang, and
Y. D. Chong. Anomalous single-mode lasing induced by nonlinearity and the
non-hermitian skin effect. Phys. Rev. Lett., 129(013903), 2022.

[97] Bofeng Zhu, Qiang Wang, Yongquan Zeng, Qi Jie Wang, and Y. D. Chong.
Single-mode lasing based on pt -breaking of two-dimensional photonic higher-
order topological insulator. Phys. Rev. B, 104(L140306), 2021.

[98] Orazio Svelto. Principles of Lasers. Springer, New York, NY, 5th edition, 2010.

[99] Mohammad-Ali Miri and Andrea Alù. Topological on-chip lasers. Applied
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quasiparticle transport in flat-band superconductors. Physical Review Letters,
130:216003, 2023.
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