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Poglavlje 1

Kinematika kontinuuma

1.1 Lagranzeva i Ojlerova metoda

Zadatak 1.1 Delié, koji se u trenutku t = 0 nalazio u tacki (X1, X2, X3), u
proizvoljnom trenutku t nalazi se u tacki (x1,22,x3), odredenoj jednacinama

x1(t) = X1, x9(t) = Xo +sinwtsinnXy, x3(t)=X;3.

Uoc¢imo deo posmatrane sredine, koji se u trenutku t = 0 poklapa sa duzi ¢ije su
granicne tacke (0,0,0) 4 (1,0,0). Skicirati oblik tog dela u trenucima t = 1/2,
t=1it=3/2.

ResSenje 1.1 Proizvoljna tacka A uocene duzi u pocetnom trenutku ima koor-
dinate (A,0,0), 0 < A <1, a u proizvoljnom trenutku ¢:

zt) =X, xd(t) =sinwtsinmh, a4(t)=0. (1.1)
Onda su za t = 1/2 odgovarajuce koordinate
eM1/2) =X, x5 (1/2) =sinw\, x5(1/2)=0, (1.2)

odakle, kada pustimo da A uzima vrednosti od 0 do 1, dobijamo deo sinusoide
koji lezi u ravni Oxiz9, kao Sto je prikazano na slici.
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Slicno, za t =1 it = 3/2 dobija se
(1) =X, z(1)=0, z3(1)=0, (1.3)
odnosno
z2(3/2) =\, 25(3/2) = —sinwA, x5(3/2) =0, (1.4)

§to je takode prikazano na slici.

Zadatak 1.2 Delié¢, koji se u trenutku t = 0 nalazio u tacki (X1, X2, X3), u
proizvoljnom trenutku t nalazi se u tacki (xq, 22, x3), odredenoj jednacinama

(El(t) :X1€t+X3(6t—].), ZL'Q(t) :Xg,(et—e_t)—l—Xg, xg(t) :X5

Ovako opisano kretanje u kontinualnoj sredini odgovara LagranZevoj metod:.
Opisati ovo kretanje Ojlerovom metodom, tj. odrediti gde se u poéetnom trenutku
nalazio  delié, koji  se u  trenutku t  nalazi  uw  tacki

(z1,72,73).
ResSenje 1.2 Iz zadatih jednacina lako se nalazi da je
Xg=x3, Xo=axo—a3(e" —e "), Xj=mze " —a3(1—e").

Zadatak 1.3 Kretanje u kontinuumu opisano je jednacinama

Xo+ X Xy — X Xo+ X Xo — X
$1:X1,$2:€t 2+ 3+€_t 2 3,],‘3:€t 2+ 3—€_t 2 3.
2 2 2 2

Naci komponente brzine Lagranzevom i Ojlerovom metodom.

Resenje 1.3 U Lagranzevoj metodi z1(t), xz2(t) i x3(t) predstavljaju

kona¢ne jednacine kretanja, tj. zavisnost koordinata uocenog deliéa (koji se
u pocetnom trenutku nalazio u tacki (X7, X2, X3)) od vremena. Komponente
brzine v; se onda jednostavno nalaze diferenciranjem odgovarajuéih izraza za
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2;(t) po vremenu (pri ¢emu se X; smatraju konstantama). Na taj nacin dobi-
jamo

Xo+ X X, — X Xo+ X Xy — X
vl =0, 05 =€ 2t Pt 2 3,U3L:et 2t Pyt 2 2
2 2 2

(1.5)
Da bismo dobili komponente brzine Ojlerovom metodom potrebno je jos u izraze
nadene za komponente brzine Lagranzevom metodom, Lagranzeve koordinate
X izraziti preko Ojlerovih ;. Lako se vidi da je

E E E
vy =0, vy =x3, v3 =ua. (1.6)

Zadatak 1.4 Kretanje u kontinuumu opisano je jednacinama

—_ B\ —BA\

¢ sin \(A + wt), xgz—B—e

1 =A+ cosA(A+wt), z3=X;3.

Pokazati da su trajektorije delica kruznice. Takode, naci vezu izmedu X1 i Xo
1 konstanata A i B.

ReSenje 1.4 Iz zadatih jednacina lako se nalazi da je
sin AN(A 4 wt) = (21 — A)AePr | cos N(A + wt) = —(zo + B)AeP.
Posto je sin? o 4 cos? o = 1, iz prethodnih izraza sledi
(1 — A)? + (x5 + B)? = A" 2e72BA |
§to je jednacina kruznice u ravni Ox;xo sa centrom u tacki (A, —B,0), polupre-
¢énika e BA/ .

Kako je X7 = 21(0) i X5 = 22(0), veza izmedu X; i Xo, s jedne strane, i
konstanata A i B sa druge strane ima oblik

e BX o—BX
Xi1=A+ sinA\A, X,=-B-— COSAA.
Zadatak 1.5 Dato je polje brzine
I 23?2 3.’1?3
v = — Vo = —— Va = .
R TR T A

a) Na osnovu datog polja brzine opisati kretanje LagranZevom metodom, tj.
nadi jednacine x; = x;(X,t), pa na osnovu toga komponente ubrzanja u
Lagranzevim promenljivim.

b) Naéi polje ubrzanja.
Resenje 1.5 a) Posto je v; = dx;/dt, iz datog polja brzine nalazimo

dz; m % de

= = e
dt 1+t 3] 1+t




8 Kinematika kontinuuma

Iney =ln(1+t)+nK) = z; = K1(1+1¢),
a, kako je x1(0) = X7, zamenom u gornji izraz nalazimo da je K; = X7, pa je
x1=X1(141¢). (1.7)
Na slican nacin dobijamo
o= Xo(14+1)%, x3=X3(1+1)3. (1.8)

Zamenom nadenih izraza za x; (1.7) i (1.8) u polje brzine dato u zadatku,
nalazimo komponente brzine u Lagranzevim promenljivim:

vl =X, vl =2Xo(1+1), o =3X3(1+1), (1.9)

odakle diferenciranjem po vremenu dobijamo komponente ubrzanja u Lagra-
nzevim promenljivim:

al =0, ol =2X,, ak=6X301+1). (1.10)
b) Lagranzeve promenljive X; se iz jednaé¢ina (1.7) i (1.8) mogu izraziti u funkeiji
Ojlerovih promenljivih z; kao

29! L2 T3

Xi=—"— . Xo= Xyg=——2"_ 1.11
T § R N G e (1.11)
zamenom Cega u (1.10) dobijamo polje ubrzanja:
21’2 61‘3
= 0 = 3 = . 1.12
ai ) a2 (1 +t)2 9 as (1 +t>2 ( )

1.2 Supstancijalni izvod

Zadatak 1.6 Naci polje ubrzanja u prethodnom zadatku pomocu supstanci-
jalnog izvoda.

Resenje 1.6 Ubrzanje je supstancijalni izvod brzine i moze se napisati kao
dv  0v
— = —4(U-V)U 1.13
=@V, (113)

odakle se direktno dobijaju komponente ubrzanja kao u (1.12).

Zadatak 1.7 Polje brzine zadato je vektorom

U= x%té’l + $2t2€2 + xlxgté'g .

Naéi brzinu i ubrzanje deli¢a koji se u trenutku t = 1 nalazi u tacki P(1,3,2).
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ResSenje 1.7 Iz datog izraza za brzinu za t = 1, x1 = 1, 20 = 31 z3 = 2
dobijamo da je trazena vrednost brzine (Pt = 1) = &1 + 3é5 + 2¢5. Pomodéu
supstancijalnog izvoda (1.13) dobijamo da su komponente ubrzanja

dvy  Ou Oy Oy vy 2 3,2
- _ =77 - - — = 2r5t* =3
1z 5 +U18x1 +v28x2 +v38x3 x] + 277 )

ayp =
as = 2x9 + x2t4 =9, a3z3=um123+ CE%:L‘th + x?mth =6.
Zadatak 1.8 Polje brzine zadato je jednacinama

v = 4%3 - 3$2 , Vg = 3$1 , V3 = 74131 .

Nadi komponente ubrzanja u tackama P(b,0,0) ¢ Q(0,4b, 3b) i pokazati da zadato
polje brzine odgovara rotaciji krutog tela ugaone brzine 5 oko ose u praveu 1 =
(4e5 + 3¢3)/5.

Resenje 1.8 U bilo kojoj tacki komponente ubrzanja su jednake

81)1 8’01 8’01 8’01
— — — — = —3uy +4vg = —25
8t + vl (91'1 + vz 61'2 + s 8x3 v2 + s 15

as = 3(4{1}3 - 3£C2) s as = —4(4%3 - 3%2) s

a; =

pa je

a(P) = —25be;, a(Q)=0.
Brzina ¥/ deli¢a krutog tela pri rotaciji oko ose u pravcu orta 7 ugaonom brzinom
w jednaka je ¥ = wil X 7. Za 1l = (4€2 + 3€3)/5 1 w = 5 brzina ¢e biti jednaka

U= (452 + 3€3) X ($1€1 + zolh + $3€3) = (41‘3 — 3332)61 + 3z1€5 — 4x1€3,
Sto se zaista poklapa sa zadatim poljem brzine.

Zadatak 1.9 Trzisna cena P u dolarima neke vrste polovnih kola moZe se izraz-
iti formulom P = 1000 + 0.02x — 2.00t, gde je x—rastojanje uocenog mesta na
zapad od Detroita u kilometrima, a t—-vreme u danima. Ako u trenutku t = 0,
kola ove wvrste krenu iz Detroita na zapad prelazecéi dnevno 400km, koriséenjem
supstancijalnog izvoda odrediti da li njithova vrednost raste ili opada u toku kre-
tanja.

Resenje 1.9 Posto je ¥ = véy, gde je v = 400km/dan, supstancijalni izvod

cene kola je
dP 0P oP
- = — =-2+4400-0.02=6>0
dt ot ox * s

§to znaci da cena kola raste u toku kretanja.
Zadatak 1.10 Pokazati da se ubrzanje d moze napisati u obliku
ov

. oo o _,
a—at+2Vv U x (V x 7)
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ReSenje 1.10 Podimo od izraza @x (V xb). Transformisa¢emo taj izraz imajuéi
u vidu da je

V = i" +i" +i“
o 81'1 “a 895282 8563 s

istovremeno vektorski i diferencijalni operator. Tako dobijamo

-,

ax (Vxb)=V(@b)— (@ V)b,

gde smo bu prvom sabirku sa desne strane podvukli da bismo naglasili da V
deluje kao diferencijalni operator samo na njega, a ne i na a@. Sli¢no je

-, —

bx (Vxad)=V(@ b)—(b-V)a.

Sabiranjem poslednjih dveju jednac¢ina dobijamo

odnosno )
(7 V)T = 5V(v?) — 7 x (V x 7). (1.14)
Zamenom poslednjeg izraza u supstancijalni izvod brzine (1.13) dobijamo ubrzanje

u zadatom obliku.

Zadatak 1.11 Polje temperature T zadato je u cilindriénim koordinatama kao
T(r,p,z,t). Pokazati da se supstancijalni izvod temperature moze napisati u

obliku
ar_or | or wor  or

dt E+vrﬁr+rﬁcp+vz£ ’

gde su v,,v, 1 v, odgovarajuc¢e komponente brzine u cilindricnim koordinatama.

Resenje 1.11 Supstancijalni izvod temperature rac¢unamo kao totalni
izvod funkeije T'(r, ¢, z,t) po vremenu ¢, imajuéi u vidu da su r,¢ i z funkcije
vremena:

a ot Tar et e

Kako se, medutim, brzina u cilindri¢nim koordinatama moze napisati kao
U = 1€, + rpe, + 2€, = 0,6, + Vo€, + V€, ,

direktno sledi formula data u zadatku.
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Zadatak 1.12 Polje brzine U zadato je u obliku

T =0,(r,0)€r + vy,(r, @)y,

gde su r i @ polarne koordinate. Naéi polje ubrzanja u polarnim koordinatama.

Resenje 1.12 Posto ovako zadato polje brzine ne zavisi eksplicitno od vremena
t, ubrzanje je jednako

v _ 95, OF, 0T v, 0F

a:a_grﬁ—%gpzyrar

et (1.15)

pri ¢emu smo iskoristili izraze za komponente brzine u polarnim koordinatamas:

vp =1, UV, =T¢. (1.16)
Dalje je
ov  Ovy oé,.  Ov, e,
T 42 —r 1.17
or 87‘6T+UT37“+ ar e T Ve (1.17)
a kako je €. = cospey + sinpé, i €, = —sinpé, + cos vy, parcijalni izvodi

ortova u prethodnoj jednacini su

oe. o€,
=——=0 1.18
or or ’ (1.18)
pa je
ot Ov,,  Ov,
— =€ + = 1.19
aor  Or * ar (1.19)
S druge strane, parcijalni izvodi ortova po koordinati ¢ su
0€, oe,
— =€ —+ =—é,, 1.20
G GEee (120
pa je
ov ov, . ov .
5= (3 )5+ (G ) (20

Vrac¢anjem izraza (1.19) i (1.21) u izraz (1.15) za ubrzanje kona¢no dobijamo

. ov, v, Ovy vf . Ovy  Vp OVy  UpUy \
= (v, -2 e +(v,—2L+ 224 . 1.22
“ (U or r 0o r € v or r i?g{) r Ce ( )

Zadatak 1.13 Polje brzine v zadato je u obliku
T=vr(r, 9, 2)& +v,(1, @, 2)€, + v:(1, , 2)E

gde sur, ¢ i z cilindricne koordinate. Naéi polje ubrzanja u tim koordinatama.
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ResSenje 1.13 Naslican na¢in kao u prethodnom zadatku, ali posle nesto duzeg
racuna, za ubrzanje se dobija sledeéi izraz

S dvp vy Ovp  w,? ovr\ Ov, vy v,
o (a T T e )T\ T e T

_A'_,UTUSO_A'_/U% e, + v%+v_¢8vz+v% e
0z )% " or r Oy 20z ) %

(1.23)
Zadatak 1.14 Polje brzine U zadato je u obliku
T = v, (r,0)e + vg(r,0)ey
gde sur, 0 i @ sferne koordinate. Naéi polje ubrzanja u tim koordinatama.

Resenje 1.14 I u ovom sluc¢aju ubrzanje moze da se nade sli¢no kao u prethod-
nim zadacima. Ovde ¢emo, medutim, primeniti formulu datu u zadatku 1.10 i
izraze za gradijent i rotor u sfernim koordinatama (vidi A). Posto je

a(v?) 10(v?)

2 _ > 1
Vo* = o €T+r 90 g ,
L 1 (0(rvg) Ov. .
V”‘F( ar _ao)e“”
. o1 [(0(rvg)  Ov, R
Tx (Vx?)= , ( o o0 (—vr€p + veer)

posle ociglednih transformacija dobijamo sferne komponente ubrzanja:

ov, vg vg Ov,.

or r r 00’

Ay (Ta 0) = Up

vg Ovg Ve, Ovg

(19(7‘,0):7% r + vy or

1.3 Tenzori brzine deformacije i vrtloznosti

Zadatak 1.15 Za polje brzine v = vogé’l naci

d

a) tenzor brzine deformacije;

b) brzinu relativnog izduzenja supstancijalnih elemenata dx'éy i dx’és, koji
se nalaze u koordinatnom pocetku;

¢) ugao za koji se u jedinici vremena promeni orijentacija simetrale ugla
Ox12s.
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Resenje 1.15 a) Komponente tenzora brzine deformacije S su, po definiciji,
jednake

1/ 0v; Ov;
Sii == L L), 4,j=1,2,3 1.24
. Our g : . N . Ov; S a
a posto je —— = —-, dok su svi ostali parcijalni izvodi — jednaki nuli, S je
61‘2 d 8a:j
jednak )
0o =2 o
& 1 Vo
S=1 -— . 1.25
54 0 0 (1.25)
0 0 0

b) Brzina relativnog izduZenja supstancijalnog elementa ds7i jednaka je
n-S -1, pa za zadate elemente redom nalazimo

1 vg 1 0
10 2d " 1
g -S-e,=(1 0 0)| 2% ol=(1 0 )| 2" |=0
€S- a = Maqg © 0 ( ' 34
0 0o 0/ \o
L 0 Lo
0 33 © 2d
L& o 1 v
&-S-&=(0 1 0) s 0 off1 =0 10| ¢ |[=0
0 1 0/ \o 0

¢) Ugao za koji se u jedinici vremena promeni orijentacija simetrale ugla Oz 24
jednak je ws, gde je & =rotv/2 [1], tj.

L(9vz Oui) _ 1w
2 81‘1 (9.%‘2 N Qd.

Zadatak 1.16 Za polje brzine ¥ = kx3é) naéi
a) tenzor brzine deformacije;

b) brzinu relativnog izduzenja supstancijalnog elementa d = dsi, gde je

2
=L va),

koji se nalazi u tacki T = 5€; + 3€s.
Resenje 1.16 a) Tenzor brzine deformacije je
5 0 k‘l‘g 0
S = kaQ 0 0
0 0 O
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b) Brzina relativnog izduZenja elementa dZ je

] By 03 0\ /1
.5 11 030 0] [1]=3k
(5:30) 2 00 0/ \o

Zadatak 1.17 Za polje brzine

. t+k\
v = e
1+1’1 1,

naci brzinu promene relativne duzine supstancijalnih elemenata

~ " dsg -
d#' =dsiey i di? = —= (6, + &),

V2

koji se u trenutku t = 1 nalaze u koordinatnom pocetku.
Rezultat 1.17 —(1+ k), —(2+k)/2

Zadatak 1.18 Za polje brzine ¥ = (cost)(sinwx)e nadi
a) tenzor brzine deformacije;
b) brzinu promene relativne duzine supstancijalnih elemenata
dz' = dsi €y ,d7? = dsqeéy , di® = d—S;(a + &),

u koordinatnom pocetku u trenutku t = 0.

Rezultat 1.18 a)

I 0 1 0
S = Ecostcosmsl 1 00
0 0 O

b) 0, 0, 7/2

Zadatak 1.19 Posmatrajmo polja brzine i temperature u nekoj sredini:

21€1 + 2262

’]__}':
2 2
r] + T35

T =k(zi +23).

a) Nacrtati vektor brzine u nekoliko tacaka i kvalitativno opisati opste osobine

polja brzine. Kako izgledaju izoterme (linije duZ kojih se temperatura ne
menja)?

b) U tacki A(1,1) nadi polje ubrzanja i supstancijalni izvod temperature.

¢) Naéi tenzor brzine deformacije i tenzor vrtloZnosti.
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d) Nadi brzinu relativne promene duZine supstancijalnih duzi koje imaju radi-
jalni pravac.

Resenje 1.19 a) Ako sa 7 oznacimo vektor x1€] + x2€, onda se polje brzine
moze napisati kao

r e
—_ = — 1.26
=2, (1.26)

U =
odakle se jasno vidi da brzina u svakoj tacki ima radijalan pravac, a da po
intenzitetu opada sa udaljavanjem od koordinatnog pocetka kao 1/r. Na slici

X2 X2
y T=const

S P

Nt
VAN X1 X1

(@) (o)

(a) je prikazan vektor brzine u nekoliko tac¢aka u ravni Oz;x;.

Jednacina linija duz kojih se temperatura ne menja je x2 + 23 =const, tj.
izoterme su kruznice, $to je prikazano na slici (b).
b) Posto u polarnim koordinatama zadato polje brzine ima jednostavan oblik
(1.26), za nalazenje ubrzanja iskoristi¢emo zadatak 1.12, odnosno izraz (1.22),
koji se u ovom slucaju svodi na
ov., 10(1/r) 1é’ €1 + €

€ = = ——€. = — .

or r Or 3" 4

a=uv,

Sli¢no, temperatura u polarnim koordinatama ima oblik T' = kr?, pa je prema

zadatku 1.11
dT or 1

— =v,— = —2kr =2k
dt "or r
¢) Tenzori brzine deformacije S i vrtloznosti R su redom simetricni i anti-
- s
simetri¢éni deo tenzora T' [1], ¢iji su elementi T;; = 3 “. Lako se nalazi da
Zj

tenzor T u Dekartovim koordinatama u ovom slucaju ima oblik

3 — 22 _ 2mm
_ (@t +23)* (2 +a3)?
T = 2w x? — a3 , (1.27)

(2% +23)* (o] 4 23)°
0 0
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pa je
% —2? 2z
. Tt (z} +23)*  (af +23)? ~
S:TZ 2w 3 — a3 =T,

(27 +23)* (] 4 23)°
0 0

posto je tenzor (1.27) simetrican, Sto znaci da mu je i antisimetriéni deo jednak
nuli, tj. R =0.
d) Ort radijalnog pravca €, se u Dekartovim koordinatama izrazava kao

e = T1€1 + 26
T )
V4 x% + x%
pa je brzina relativne promene duzine supstancijalnih elemenata u tom pravcu
jednaka

3 — a2 2z 1
o @rdP @ P
€r-S-e. = m(xl ) 0) B 2x1x2 (E% — .'17% T2
1 2 (1,2 +132)2 (1:2 _|_1:2)2
1 2 1 2
0 0 0
_ 1
i

Zadatak 1.20 Posmatrajmo polja brzine i temperature u nekoj sredini:

L —T9€ + 3162
= —F——, T:k:(x%—i—x%).
r] + 5

a) Nacrtati vektor brzine u nekoliko tacaka i kvalitativno opisati opste osobine
polja brzine. Kako izgledaju izoterme?

b) U tacki A(1,1) naéi polje ubrzanja i supstancijalni izvod temperature.

¢) Pokazati da zadato polje brzine opisuje bezvrtlozno kretange, tj. da je ten-
zor vrtlozZnosti jednak nuli.

Uputstvo 1.20 T ovde je, kao i u prethodnom zadatku, polja brzine i temper-
ature zgodno izraziti u polarnim koordinatama.

Zadatak 1.21 Polje brzine u nestisljivom fluidu ima oblik
vy = k(zy — 2)%x3, v = —x120, wv3=kriT3.
Cemu je jednako k?
Resenje 1.21 Posto je fluid nestisljiv vazi da je TrS =dive = 0, odnosno

v vz, Ovs
8901 8%2 81'3

odakle direktno sledi da je k = 1.

=—x1+ kz;1 =0,
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1.4 Strujne linije
Zadatak 1.22 Za polje brzine

ve = 2kx, vy =2ky, wv,=—4kz,
nadi jednacinu strujne linije koja prolazi kroz tacku (1,0,1).

ResSenje 1.22 Jednacina strujne linije u Dekartovim koordinatama moze se
naéi resavanjem sistema jednaéina [1]

dao

Vg Uy v,

dy_%

)

Sto se u slucaju zadatog polja moze prepisati u obliku

dzx dz dy  dz
x 227y 2z

Iz gornjih jednacina se integraljenjem dobija

Cy Cs
r= — =

\/za Y ﬁv

gde se integracione konstante C7 i Cy dobijaju iz uslova da strujna linija treba
da prolazi kroz tacku z = 1, y = 01 z = 1, tako da je konacno jednacina trazene
strujne linije

T = y=0.

1
\/57
Zadatak 1.23 Pokazati da polje brzine definisano u prethodnom zadatku u
cilindriénim koordinatama ima oblik

vp =2kr, wv,=0, v,=—4kz.
Nacr jednacinu strugne linije koja prolazi kroz tackur =1, p =014 z=1.
Resenje 1.23 Polje brzine iz prethodnog zadatka se moze napisati kao
U = 2k(2€; + yey — 2ze,) = 2k(re, — 2ze,), (1.28)

odakle se vidi da su komponente u cilindri¢nim koordinatama zaista oblika datog
u zadatku. Ako sa d [ ozna¢imo element strujne linije, onda se jednacina strujne
linije u vektorskom obliku moze izraziti kao dixT =0 [1]. Kako je u cilindri¢nim
koordinatama

dl = dré, + rdpé, + dz e, ,

vektorskim mnozenjem sa (1.28) dobija se jednacina

—dkzr dpé, + 2k(rdz + 22 dr)é, — 2kr* dpé, =0,
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koja je uvek zadovoljena jedino ako su komponente uz ortove jednake nuli. Oda-
tle je ¢ =const i
2zdr+rdz=0.

U poslednjoj diferencijalnoj jednacini lako se razdvajaju promenljive, tako da

sledi
g dz

2z
a odatle se integracijom dobija r = C//z. Posto trazena strujna linija treba da
prolazi kroz tacku r = 1, ¢ = 0 i z = 1, kona¢no dobijamo jednacinu strujne
linije kao
1
— =0.
VA 2

Zadatak 1.24 Fluid protice kroz cilindricnu cev poluprecnika R. Ako se osa
cevi poklapa sa z—osom cilindri¢nog koordinatnog sistema, onda su komponente
polja brzine date sa

v, =0, v,=0, v,= (1_(%)2>.

Naéi jednacine strugnih linija.

T =

Rezultat 1.24 r=C, p = Cs
Zadatak 1.25 Dato je polje brzine

v] = axy, vg=—a(xy—0bt), v3=0,
gde su a i b konstante.

a) Nadi jednacinu trajektorije delic¢a koji se u poéetnom trenutku t = 0 nalazio
u tacki (Xl, XQ, Xg)

b) Odrediti jednacinu strugne linije koja je u poéetnom trenutku prolazila kroz
tacku (A, B,C).

Resenje 1.25 a) Posto je brzina ¢ deli¢a po definiciji jednaka di/dt, zamen-
jujuéi komponente brzine zadate u zadatku dobijamo slededi sistem diferenci-
jalnih jednacina:

dx
d—tl = az,, (1.29)
dx
d—; = —a(zy — bt), (1.30)
dzs _ (1.31)
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Iz jednacine (1.31) lako se dobija x3 =const, tj. x3 = X3, za deli¢ koji se u
pocetnom trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki (X1, X2, X3). Izvod jednacine (1.29)
po vremenu, uz jednacinu (1.30) daje

d2 X1 dl’g

_ 2
W—aﬁ—fa (I’l*bt),
odakle sledi sledeca diferencijalna jednacina po x1:

d2 X1
dt?

+ a’xy = a’bt. (1.32)

2
x
21 +a?ry = 0jexf(t) = Cy cosat+

Cysinat, gde su C; i Cy konstante koje treba odrediti, a partikularno resenje
cele jednacine je bt (Sto se lako proverava), pa je opSte resenje jednacine (1.32)
jednako zbiru ova dva, tj.

Opste resenje homogenog dela ove jednacine

x1(t) = Cy cosat + Cysinat + bt .
Posto je z1(0) = X1, iz prethodne jednacine zaklju¢ujemo da je C; = X1, tj.
x1(t) = Xj cosat + Cysinat + bt . (1.33)

Iz (1.29) onda imamo

- ldxl

b
r9 = ———— = —Xysinat + Cycosat + — ,
a dt a

odakle, zbog x2(0) = X5, lako dobijamo Cy = X3 — b/a, tako da je jednacina
trajektorije deli¢a konacno

b
x1(t) = Xj cosat + (Xg — E) sin at + bt ,

b b
x2(t) = =Xy sinat + (X2 — E) cos at + .

$3:X3.

b) Posto je vs = 0, strujne linije leze u ravnima x3 = const, a jednac¢ina linije u
toj ravni dalje se odreduje iz diferencijalne jednacine

da dz

ary  —a(xy — bt)’

u kojoj vreme t treba tretirati kao parametar. U prethodnoj jednacini se lako
razdvajaju promenljive, tako da je

—dxl(xl — bt) = (EQdSEQ,
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odnosno
btz = 3 + 25+ Cs,

gde je C3 konstanta koja se odreduje iz uslova da strujna linija u pocetnom
trenutku ¢ = 0 treba da prolazi kroz tacku (A, B,C), tj. 0 = A2 + B% + Cs.
Konacno, jednacina trazene strujne linije je

A? 4+ B? =22 + 23 —bty, x3=C.

Zadatak 1.26 Komponente brzine u sluc¢aju dvodimenzionog nestacionarnog
proticanja imaju oblik

o _ 2x9

T1re T ogt

Naci trajektorije delica i strujne linije.

U1

Rezultat 1.26 Trajektorije deli¢a odredene su jednacinama zy = Cy(1 + t),
zy = Cy(2 4 1)2, a jednaéina strujnih linija je |z = K|ay|2+1)/2,

Zadatak 1.27 Naci jednacine strujnih linija za polje brzine

B B
vy = (A—ﬁ>cos<p, USO:—(A+T—2>sin<p, v, =0

gde sur,p iz cilindriécne koordinate, a A i B konstante.

Resenje 1.27 Posto za element strujne linije dl vazi da je kolinearan sa brzi-
nom v u svakoj tacki, sistem jednacina za nalazenje strujnih linija u clindri¢nim
koordinatama moze se napisati i kao
dr
Uy vy vy

rde dz

Posto je v, = 0, ovaj sistem se svodi na z =const i jednacinu

dr rde

B T B ’
(A 742) cos <A+ 7“2> sin ¢

koja se moze prepisati kao

cos ¢ q 2

sin v r<A—§>
-2

odakle se integraljenjem dobija

A+ 1 2B
—lnSimﬂ:/ir d7“=/—dr—&—/73 5y dr
T< B) T T (A**g)
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dA-%& B
:lnr—i-/(il;):lnr(A——z)—i—an,
B T

odnosno

gde je K konstanta.

1.5 Potencijal brzine

Zadatak 1.28 Za sledeéa polja brzine ispitati da li se moZe uvesti potencijal
brzine i, ako moZe, naci ga:

a) homogeno polje brzine ¢ = Ué,;

b) homogeno proticanje fluida paralelno xy ravni brzinom U u praveu koji
zaklapa ugao o sa x—osom;

c) vy = =2z, vy =2y, v, =0.
Resenje 1.28 Potencijal brzine ® se moze uvesti ako je
rotd =0, (1.34)

pri ¢emu je onda

T=Vo. (1.35)

a) Posto je ¥ u ovom slucaju konstantan vektor trivijalno je zadovoljen uslov
(1.34), pa projektovanjem jednacine (1.35) na koordinatne ose dobijamo jednacine
0P 0P od
—=U, —=0, —=0
Ox T Oy 0z
Iz poslednje dve jednacine sledi da potencijal ® ne zavisi od promenljivih y i z,
tj. ® = ®(z), pa onda prva jednacina dobija oblik

do

—=U = o(z,y,2)=Ux+C,

P (2,9, 2) x
gde je C konstanta koju bez nekog dodatnog uslova nije moguée odrediti.
b) Komponente zadate brzine su v, = Ucosa i vy, = Usina i v, = 0, pa se
ovde, sli¢no kao pod a) zakljucuje da ® ne zavisi od z. Projektovanjem jednacine
(1.35) na a-osu dobijamo jednacinu

0P
e Ucosa,
odakle je

O(z,y) =Ucosax+ f(y), (1.36)
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gde je f(y) funkcija koju odredujemo pomocu projekcije jednacine (1.35) na
y-osu. Naime,

00 df

oy dy
paje f(y) = Usinay+C, gde je C konstanta. Vracanjem f(y) u (1.36) dobijamo
potencijal:

=Usina,

®(x,y,z) =2zUcosa+yUsina+C=0U-7+C.
c) Direktnom proverom dobijamo

— — —

€ €y €

roti=Vxi=| 2 9 91_y,
or Oy Oz
—2r 2y

tj. i u ovom slucaju se radi o potencijalnom kretanju. Takode, ni ovde potencijal
ne zavisi od z-koordinate, a

0P
T 9
Or v
odakle je
d=—2°+ f(y).
Dalje je
0 df 9
_:_:2 =
oy —dy ¥ T fy)=y"+C,
pa je

O(z,y,2) = -2 +y* +C.
Zadatak 1.29 (Linijski izvor) Linijski izvor fluida je zamisljena beskonacno
dugacka prava iz koje kontinualno radijalno izvire nestisljivi fluid.

S

g B
- - =~
s

— —

~ S ,fl /I

ANl S Yl

SR
”

T, . 5

RN R P

Jacina ovakvog izvora se definise kao zapremina fluida koju u jedinici vremena
izbaci jediniéna duZina izvora. Naéi potencijal brzine ako je jacina izvora jed-
naka ) =const.
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Resenje 1.29 Polje brzine u cilindri¢nim koordinatama ima oblik 7 = f(r, ¢, 2)é,,
gde smo cilindri¢ne koordinate uveli tako da se izvor poklapa sa z-osom. Da bi
uopste mogao da se uvede potencijal brzine potrebno je da je zadovoljen uslov
(1.34), pa posto je

of 10f

92 1 Oy >

gde smo iskoristili izraz za rotor u cilindri¢nim koordinatama (A.3), zakljucuje-

mo da je

of _of _,

0z  Op
Sto znaci da f zavisi samo od koordinate r. Kako je fluid nestisljiv, treba da
bude zadovoljen i uslov dive' = 0, tj.

VXxv=

Lo _

r Or ’

gde smo iskoristili izraz (A.2) za divergenciju vektora u cilindriénim koordi-
natama. Posto je f funkcija samo od r prethodni uslov se svodi na

V.-7=

gde je C konstanta, tako da zaklju¢ujemo da polje brzine linijskog izvora ima
oblik

O,

U= —e,.

r

S druge strane, zapremina fluida koju u jedinici vremena izbaci jedini¢na duzina
linijskog izvora jednaka je Q@ = [ ¥+ dS [1], gde je S povrsina cilindra jedini¢ne
visine, ¢ija se osa poklapa sa izvorom. Fluid ne protice kroz osnove cilindra, a

element povrsine dS omotaca ima oblik r dp dz €., gde je r poluprecnik uoc¢enog
cilindra. Jac¢ina izvora je onda

z+1 27 C
Q= / dz / dy <é}> - (re,.) = 2nC,
z 0 r

odakle je C = Q/2m, pa je brzina
Q .

7= —¢p.
2mr

Pomocu izraza za gradijent u cilindriénim koordinatama (A.1) dalje nalazimo
vezu izmedu brzine i potencijala u obliku

Q _9° ,_1o® , 00
2rr  Or’ rodp’ 0z

odakle je kona¢no potencijal

O(r,p,2) = %IHT + const .
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Zadatak 1.30 (Tackasti izvor) Tackasti izvor fluida je zamisljena tacka iz
koje kontinualno, sferno simetricno izvire nestisljivi fluid. Naci potencijal brzine
za takvo proticanje fluida, pretpostavljajucéi da je zapremina fluida koju u jedinici
vremena izbacuje izvor konstantna i iznosi Q.

Resenje 1.30 Brzina u ovom slu¢aju ima oblik & = f(r,0, p)€,, gde su sada
(r,0,p) sferne koordinate. Slicno kao u prethodnom zadatku, samo sada uz
pomo¢ izraza za rotor (A.7) i divergenciju (A.6) u sfernim koordinatama, prvo
iz uslova bezvrtloznosti (1.34) zakljucujemo da f zavisi samo od r koordinate, pa
onda iz uslova nestigljivosti divi' = 0 i konkretan oblik te funkcije: f = const/r?.
Konstanta u izrazu za f se moze izraziti preko zapreminskog protoka @, imajudéi
u vidu da sav fluid koji u jedinici vremena izade iz izvora, mora da prode kroz
sferu polupreénika r, pa je Q = fsﬁ- dg, gde je S sada povrsina te sfere, a
dS =r2sin6do dy €. Integracija je trivijalna, a konac¢ni izraz za brzinu je

Q .

U= —=é,
drr2

odakle se, pomo¢u veze izmedu brzine i gradijenta (A.5) u sfernim koordinatama
nalazi potencijal
Q
®(r,0,p) = ——— + const .

( 2 4dr
Zadatak 1.31 (Slobodni vorteks) Naéi potencijal brzine za stacionarno po-
tencijalno proticanje nestisljivog fluida pri kome se delic¢i kreéu po kruznicama
oko fiksirane ose, ako je poznato da je cirkulacija brzine po proizvoljnoj konturi
koja obuhvata tu osu jednaka I' =const.

Resenje 1.31 U cilindri¢nim koordinatama ovakvo polje brzine ima oblik ¢ =
f(r, @, 2)€y. Iz uslova nestisljivosti se dobija da f ne zavisi od ¢, a iz uslova
bezvrtloznosti da ne zavisi ni od z, kao i da je proporcionalna sa 1/r. Konstanta
proporcionalnosti se nalazi pomoc¢u cirkulacije I' = [ - dl_; koju je najzgodnije
racunati po kruznici koja lezi u ravni normalnoj na osu vorteksa (tj. z-osu), sa
centrom na toj osi. Na taj nacin se nalazi da je

r .

U= €y s

27r

dok se potencijal trazi slicno kao u prethodnim zadacima, tako da se kona¢no
dobija
B(r,p.2) = 5
T, Z) = —p.
) SO? 271_ <p
Zadatak 1.32 Posmatrajmo potencijalno proticanje kome odgovara potencijal

brzine
2

D(r, ) = Vo (r—l— %) cosp — Ko,

gde su Voo t© K zadate pozitivne konstante, a r i ¢ polarne koordinate. Naci
tacke stagnacije.
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Resenje 1.32 Komponente brzine jednake su

) 2
vT:aa—T:VOO <1j2)coscp,

100 v (14 a?\ | K
Vp = ——— = — — | sSiIny — —,
Yo * 72 T
v, =0,

a posto su tacke stagnacije tacke u kojima je brzina jednaka nuli, treba resiti

sistem jednacina

a2
Voo <1 - 7“2> cosp =0, (1.37)

2
K
Ve <1+a—2> sing + — = 0. (1.38)
T T

Jednacina (1.37) je zadovoljena ako je (i) a = r ili (ii) cosg = 0.

(i) Ako je @ = r, onda iz jednacine (1.38) sledi da je sinp = —K/(2aVy), to
ima realno resenje za ¢ samo ako je K < 2aV.

(if) Ako je cos = 0 sledi da je sin p = £1, pa se iz jednacine (1.38) dobija

K 42 2
rz—(li 1— aVOO),

2V K2

§to ima realnu vrednost samo za K > 2aV.

1.6 Funkcija toka

Zadatak 1.33 Pokazati da se brzina u slucaju dvodimenzionog nestisljivog toka
U = vy (21, T2)€1 +v2(x1, T2)E2 moZe prikazati kao U = €5 x Vb, gde je ¥ (x1, x2)
funkcija toka.

Resenje 1.33 Veza izmedu Dekartovih komponenata brzine i funkcije toka [1]
ima oblik
N
8I2 ’ 27 6.%‘1 ’

pa se direktnim mnozenjem €3 sa Vi lako proverava da je zaista

v =

5:€3XVIZJ.

Zadatak 1.34 Pokazati da se strujne lingje u slu¢aju dvodimenzionog nestislji-
vog kretanja poklapaju sa linijama duZ kojih je b =const.

Resenje 1.34 Poznato je da je
o N

dCCl + —dl’g :'l}QdZL'l —Uld(EQ.

W= 5 B,
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Medutim, duz strujne linije je dr1 = Avy i dzs = Avg, pa se direktnom zamenom
u poslednji izraz za dip dobija

dy) = Avgvy — Avvg =0,
tj. zaista sledi da se v ne menja duz strujnih linija.
Zadatak 1.35 Za polje brzine ¥ = (Uzy/d) €1 naéi funkciju toka.

Resenje 1.35 Posto je

oY T
v = Oy UE ,
sledi
U 5
Y(z1,22) = Togte f(z1).
Zamenom ovog izraza u
oxy’
dobijamo
dilt(xxll) =0 = f(x1)=const,
pa je
Y(x1,x2) = —2—da;§ + const .

Zadatak 1.36 Nadi funkciju toka za linijski izvor (vidi zadatak 1.29).

Resenje 1.36 Ovde je zgodno iskoristiti zadatak 1.33. Naime, posto je u cilin-
dri¢nim koordinatama

mnozenjem sa €3 dobijamo vezu izmedu komponenata brzine i funkcije toka u
cilindri¢nim koordinatama:

19 W

Vp = ————

T T (1.39)

Kako je za linijski izvor v, = 0 sledi da funkcija toka ne zavisi od r, a iz prve
jednacine se onda dobija
Q 10y Q
S =" = ¢g=-" t.
2mr r Op v o ” +cons
Zadatak 1.37 Naci funkciju toka v i nacrtati tri ili vise strujnih linija sa istim
prirastajem 1 u sledec¢im slucajevima:

a) homogeno proticanje u xy-ravni brzinom U pod uglom « u odnosu na x—
osu;
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b) proticanje pri kome fluid rotira kao kruto telo oko fiksirane ose;

¢) slobodni vorteks.

Rezultat 1.37 a) ¢ = U(zsina — ycosa); b) ¢ = wr?/2+const; c) ¢ =
: 72 7N
@

(a) (b) (©

r
— In r+const
2

Zadatak 1.38 Dat je potencijal brzine ® = 22 —y? za dvodimenziono proticanje
nestisljivog fluida.

a) Naéi funkciju toka 1.
b) Nadéi jednacinu strujne linije koja prolazi kroz x =1, y = 1.

c) Moze li se na osnovu funkcije toka reéi da se ovde radi o proticanju u
blizini ugla izmedu dva zida duZ x i y—ose?

Rezultat 1.38 a) ¢ = —2zy+const; b) zy = 1; ¢) Da.

Zadatak 1.39 Uveriti se da se za polje

B B
vy = (A—T—2>cos<p, Ug(,:—(A+T—2)sincp, v, =0

gde su r,p i z cilindriéne koordinate, a A i B konstante, moZe uvesti funkcija
toka © pomocu nje naci strujne linije. Uporediti sa rezultatom dobijenim u za-
datku 1.27.

Resenje 1.39 Posto je kretanje dvodimenziono i nestisljivo, $to se lako prover-
ava, funkciju toka 1 je moguée uvesti. Na osnovu (1.39) je

1w (A— 52) cosp = Y= (—Ar—&—E) singp + f(r),
r Op r r

871/): (BA>sin<p+df—U¢—<A+B>Sinsﬁv

dr 72
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odakle je f(r) =const, tj. funkcija toka je

B
Y= <—A7‘ + > sin ¢ + const .
r

Jednacina strujnih linija je onda

B
sin ¢ (Ar — —) = const,
r

Sto se poklapa sa izrazom dobijenim u zadatku 1.27.

1.7 Kompleksni potencijal

Zadatak 1.40 (Kompleksni potencijal) Nadi vezu izmedu potencijala brzine
® i funkcije toka v u slucaju potencijalnog dvodimenzionog nestisljivog kretanja
1 pokazati da je kompleksna funkcija

W(z) = =®(x1,22) +i¢(x1,22), (2=x1+1ix2),

tzv. kompleksni potencijal, analiticka. Povezati zatim Dekartove komponente
brzine sa realnim i imaginarnim delom izvoda ove funkcije.

ResSenje 1.40 Posto je

_oe w00 0w

V] = —— = — Vg = — =
8.1‘1 61‘2 ’ 8.732 8.731 ’
vidimo da vaze jednacine

A=®) I  I(—D) o

Ory  Oxo’ dre  Ox1

§to su upravo Cauchy—Riemann-ovi uslovi za analiti¢nost funkcije W (z). Izvod

ove funkcije je

dW(z) _ 0% %% __, L
dz ~—  0n or,  * 2

Zadatak 1.41 Nadéi polje brzine ako je kompleksni potencijal W(z) = A/z.

Resenje 1.41 Posto je

dW(z) A A _ 4 2 — 23 — 2T
dz 22 22 — 23 + 2iz70 (23 —23)2 + 42223

na osnovu prethodnog zadatka imamo da je

i — a3

(2 +23)?7

Tr1 T2

Vg = 2A———F—
(23 + 23)?

V1 =
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Zadatak 1.42 Naci kompleksni potencijal za
a) homogeno proticanje u pravcu x—ose brzinom Uy;
b) linijski izvor (vidi zadatak 1.29).

Rezultat 1.42 a) W(z) = —Uyz; b) W(z) = 72Q In z.
7r
Zadatak 1.43 Naci funkciju toka v za potencijalno nestisljivo proticanje, ako

je potencijal brzine ® dat kao

a?Vi
d = cos @,
r

gde sur i @ polarne koordinate, a a i Vo pozitivne konstante, pa na osnovu toga
1 kompleksni potencijal.

Rezultat 1.43 W(z) = —

1.8 Vektor vrtloZznosti i vrtlozne linije

Zadatak 1.44 Za polje brzine ¥ = (Axg — Bxg)éy + (Bxy — Cxg)éa + (Cxg —
Ax1)€3 pokazati da su vrtlozne linije prave i nacéi njihove jednacine.

Resenje 1.44 Jednacina vrtloznih linija nalazi se iz sistema [1]:

dry _ dry _ drs

w1 w2 w3

)

a posto je & = %rotﬁ = Cé} + Aéy + Béj taj sistem se svodi na

d331 N dl‘g _%

C A B
Odatle je
Axry — Cxo = const, Bxy— Ax3z = const,

§to predstavlja jednacinu prave linije.
Zadatak 1.45 Komponente polja brzine u clinidricnim koordinatama imaju ob-
lik
v, =0, wv,=arz, v,=0.
a) Izracunati vektor vrtloZnosti &.

b) U rz-ravni u nekoliko tacaka nacrtati &.

¢) Pogodno izabrali neku zatvorenu povrsinu i eksplicitnim rac¢unom pokazati
da je fluks [ & - dS po njoj jednak nuli.
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d) Pokazati da jednacine vrtloznih linija imagu oblik v* = const/z. Skicirati
nekoliko ovakvih linija u rz—-ravni.

ResSenje 1.45 a) & = %rotf[)' = f%aré} + azé,
b) Na slici (a) je prikazan je vektor & u nekoliko tacaka u rz ravni.

4 z

1.1

/7

@ ©) ()

¢) Trazeni fluks ra¢unamo po povrsini polucilindra prikazanog na slici (b), pri
¢emu osnove polucilindra leze u ravnima z = 0 1 z = 1, a poluprecnik osnove je
r=1. Fluks [& - dS se onda raspada na cetiri povrsinska integrala, od kojih
je onaj po bocnoj ravnoj strani trivijalno jednak nuli posto je dS u pravcu orta
€y, a W - €, = 0. Integral po donjoj osnovi cilindra je takode jednak nuli posto
je ds = —rdpdré,, pa je o - ds = —azrdedr = 0, jer je z = 0. Integral po
gornjoj osnovi je, sli¢cno, jednak

T 1
= 1
/J}~dS:a//zrd<pdr:az7r—:a—7T,

dok je integral po omotacu

= 1 4 ! am
J-dS =—= d dz = ——
/w 2a/0 gp/o z 5

posto je ds = rdpdze,. = dpdze,.. Konaéno je onda trazeni fluks po ovako
izabranoj povrsini [ &-dS = 0.
d) Vrtlozne linije u cilindri¢nim koordinatama nalaze se iz sistema

dr  rdp dz
W Wy Wy

odakle je ¢ = const i

N[

§to je prikazano na slici (c).
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Zadatak 1.46 Pokazati da iako je za polje brzine slobodnog vorteksa
r

~ 27

—

€p

<L

vrtloznost & = 0, cirkulacija brzine po proizvoljnoj zatvorenoj konturi koja obuh-
vata z-osu nije jednaka nuli i izracunati je. Objasniti zasto Stokes-ova teorema
ovde ne moze da se primeni.

Resenje 1.46 Element di proizvoljne linije u cilindriénim koordinatama ima
oblik -
dl = dré, + rdypé, + dzé, ,

27
/ﬁ-df:/ L gp=r.

0 27T
/ﬁ-di://(vw).dg

ovde ne moze da se primeni zato §to proizvoljna zatvorena kontura koja obuhvata
z-osu obuhvata i tacke u kojima vektor ¥ nije definisan (r = 0). Zato bismo
primenom ove teoreme pogresno zakljucili da je trazena cirkulacija jednaka nuli.
Slobodni vorteks predstavlja tipican primer polja brzine ¢ije su strujne linije
zatvorene (kruznice sa centrom na z-osi, dakle postoje ”vrtlozi” u kolokvijalnom
smislu te reci), a ipak se radi o bezvrtloznom kretanju, tj. & = 0 u svim tackama
u kojima je brzina definisana.

pa je trazena cirkulacija

Stokes-ova teorema
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Poglavlje 2

Dinamika kontinuuma

2.1 Jednacina kontinuiteta

Zadatak 2.1 Polazeéi od toga da je masa Am infinitezimalno male zapremine
AV, koja uvek sadrzi iste delide (molekule) konstantna (zakon odrzZanja mase),
1zvesti jednacinu kontinuiteta

ap o
E+V~(pv)—0. (2.1)

Resenje 2.1 Posto je Am = pAV =const supstancijalni izvod veli¢ine Am
jednak je nuli, odakle je

d(AV) dp
7 + EAV =0.
Deljenjem poslednje jednacine sa AV dobijamo
d(AV) dp
PAvar " ar

0,

a kako je
d(AV) ~
AVdL TeS=V-

Sto je pokazano u [1], sledi jednacina

<L

)

d
pV~77+d—§=0. (2.2)

Ako zatim supstancijalni izvod gustine napiSemo u razvijenom obliku

dp Op
P v
ar ~or TV
i vratimo u jednacinu (2.2) dobijamo
dp

E—&-(U-V)p—i-pv-vzo

sto je ekvivalentno sa (2.1).
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Zadatak 2.2 Dato je polje brzine

N 1 N
v = &
1+¢)!

a) Nadéi polje gustine ako je poznato da ono ne zavisi eksplicitno od poloZaja,
veé samo od vremena.

b) Naéi polje gustine ako ono zavisi samo od x1.

Resenje 2.2 a) Posto gustina p(t) treba da zadovoljava jedna¢inu kontinuiteta
(2.1) direktnom zamenom brzine date u zadatku dobijamo

dp 0 pry\ ap
8t+8x1<1+t>_0 - +

p
— =0
ot 141 ’
odakle je
P:—1+t,

gde je K konstanta.
b) Sli¢no kao pod a) iz jednacine kontinuiteta se dobija

0 <M>:0 =

K
Oy \ 1+t (p(x1)r1) =0 = p=—.

5_951 x1
Zadatak 2.3 Ako polje brzine ima oblik

T = 21t + 2otés
odrediti polje gustine p, ako je poznato da ono zavisi samo od vremena.
Rezultat 2.3 p= Ke™t

Zadatak 2.4 Ako je proticanje fluida opisano poljima

= :I:l Vo = VU :O = po
1+t7 2 3 ) P 1+t

gde je po konstanta
a) wveriti se da je zadovoljena jednacina kontinuiteta;

b) izracunati ukupnu masu @ brzinu njene promene unutar cilindriéne za-
premine poprecnog preseka A ¢ije osnove leze u ravnima x1 =1 i x1 = 3,
a osa se poklapa sa x1-osom;

¢) izracunati ukupni fluks mase kroz povrsinu koja ogranic¢ava kontrolnu za-
preminu opisanu pod b).
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Resenje 2.4 b) Ukupna masa m unutar uocene zapremine V je

Po 24po
= dV = dv = ,
" //v/p 1+t//v/ 1+t

a brzina njene promene dm/dt je onda

dm  2Apg

dt - (1402

¢) Ukupni fluks mase @ kroz neku povrsinu S, odnosno masa koja u jedinici
vremena prode kroz tu povrsinu [1], jednak je

Q:/p17~d§
S

§to se u ovom slucaju svodi na

Q:—/ pv1d5+/ pv1 dS
Sl Sz

gde su S7 i Sy osnove uocCenog cilindra u ravnima x; = 1 1 z; = 3, redom
(integral po omotacu cilindra otpada, jer je ¥ - dS = 0 na njemu, tj. deliéi
kontinuuma ne prolaze kroz omota¢, a minus ispred prvog integrala se javlja
zato §to brzina i element povrsine imaju suprotne znakove). Posto je u ovim
integralima koordinata x; konstantna, ne menjaju se ni podintegralne funkcije,
pa je integracija trivijalna:

Lo 3/)0 2p0A
=" ds + —— ds = ————.
=" fs HTEE /s TENE

Naravno, rezultat se do na znak poklapa sa vrednoséu dobijenom za dm/dt pod
b), posto se masa u kontrolnoj zapremini smanjuje.

Zadatak 2.5 a) Uveriti se da kretanje

1+t
_ X - X - X
171—1 to 1, X2=A2, I3= A3,

odgovara polju brzine definisanom u prethodnom zadatku.

b) Ako je i polje gustine isto kao u prethodnom zadatku, eksplicitnim racunom
naci ukupnu masu u trenutku t materijala koji se u trenutku ty nalazio u
kontrolnoj zapremini definisanoj u prethodnom zadatku.

¢) Izracunati takode ukupni impuls materijala razmatranog pod b).
Resenje 2.5 a) Posto je
- d.’El X1 T

vV = — = = Vo = Vaq =
YTodt T 14ty 14t 2T 0T
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zaista se radi o istom polju brzine kao u prethodnom zadatku.

b) Deli¢ koji se u trenutku ¢y nalazio u tacki (X7, Xs, X3), u trenutku ¢ ée se
nalaziti u tacki (X1(14¢)/(1+t¢o), X2, X3), tj. pomerace se duz x1-ose brzinom
v1, koja je ista za sve deli¢e koji su u pocetnom trenutku imali istu vrednost
x1 koordinate, dok mu se koordinate x5 i x3 ne¢e menjati. To znaci da ¢e se
supstancijalna zapremina, koja se u po¢etnom trenutku poklapala sa kontrolnom
zapreminom definisanom u prethodnom zadatku, u trenutku ¢ nalaziti unutar
cilindra ¢ije osnove leze u ravnima z1 = (14+1¢)/(1+tg) i 1 = 3(1+¢)/(1+ o).
Ukupna trazena masa je onda

m(t)z//v(t)/pdvz1f’+0t//v(t)/dv

3(1+t)/(1+t0) 2400

_ Ao o =
L4t Jase/0to) I+t

iona je, naravno, zbog odrzanja mase jednaka masi koja se u poc¢etnom trenutku
nalazila u kontrolnoj zapremini.
¢) Impuls dp’ materijala sadrzanog u zapremini dV jednak je

Z1pP0

dp = pdV ¥ =
P=Pav v = e

e dv,

pa je ukupni impuls p(¢) materijala sadrzanog u zapremini cilindra ¢ije osnove
leze u ravnima x1 = (1+¢)/(1 +t9) i 21 = 3(1 +¢)/(1 + to) jednak

A 3(14t)/(1+t0)
ﬁ(t) = // / 100 251 dV = 7p0 251/ T dry
vy (L+1) (1+1) (141)/(1+t0)

_ 4Apo
TSP

Zadatak 2.6 Kako izgleda jednacina kontinuiteta w cilindriénim koordinata-
ma?

Rezultat 2.6

p 10 19 9 B
o ror (rpvr) + o0 (pvy) + 9 (pvz) =0 (2.3)

2.2 Vektor i tenzor napona

Zadatak 2.7 U Oz xox3 koordinatnom sistemu tenzor napona Pu nekoj tacki
reprezentovan je matricom

2 4
P=14 0 0 |MPa
30
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a) Nadi vektor napona koji u toj tacki deluje na elementarnu povrinu par-
alelnu ravni x + 2y + 2z — 6 = 0, kao ¢ intenzitet njegove normalne kom-
ponente.

b) Ako je €11 = (28, + 285 + €3)/3 i Ext = (€1 — &) /V/2, naci P),.
ResSenje 2.7 a) Trazeni vektor napona 135 jednak je
Pi=P-i,

gde je @ = (€1 + 2€> + 2€3)/3 ort normale uocene povrsine, tj.

(2403 1 5
Fp=z|4 0 0 2 | MPa = [ 4/3 | MPa.
30 -1/ \2 1/3

Normalna komponenta ( _’ﬁ)N ovog vektora je

- - 25
( ﬁ)N:Pﬁ'ﬁ: KMPa.
b)

~ 2
'P12 = 51/ -P- 52/ = %MP&

Zadatak 2.8 Tenzor napona neprekidne sredine dat je matricom, koja u koor-
dinatnom sistemu Oxyz (z—osa kolinearna sa §) ima oblik

~ —p+ pgz 0 0
P = 0 —p+pgz 0 ,
0 0 —p + pgz

gde su p, p i g konstante. Odrediti vektore napona koji deluju na granicnu
povrsinu zapremine oblika kvadra, cije se jedno teme nalazi u koordinatnom
pocetku, a tri ivice, duzina a,b i c, poklapaju sa koordinatnim osama x,y i z,
respektivno. Naci rezultantnu silu koja deluje na strane z =0 iy = 0 kvadra.

Resenje 2.8
V4
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Vektori napona koji deluju na strane y =0,y =b, x =0,z =a,z2=0iz=c
kvadra su redom jednaki

Ply=0)=P(~&) = (p— pg2)é, Ply=>b)="Pe& = (—p+ pgz)és,

P(x =0)=P(-=¢\) = (p— pg2)é1, Plx=a)=Pé& = (~p+pg2)ér,
P(z=0)="7P (&) =—pés, Plz=c)=7P s = (p — pgc)és .

2=0 z=c

Sila koja deluje na stranu z = 0 je onda jednaka

a b
F._o= / / P(z = 0)dzdy = —pabés ,
0 Jo

dok je sila koja deluje na stranu y =0

= A L[ S 1
Fy—o =€ / / (p—pgz)dedz = (162/ (p — pgz) dz = aces (p — §pgc) .
0o Jo 0

Zadatak 2.9 Tenzor napona reprezentovan je matricom

i 0 100z, —100zy
P=| 100z, 0 0
~100z2 0 0

Naéi vektor napona koji deluje na ravan koja prolazi kroz tacku (1/2,/3/2,3),
a tangentna je na cilindriénu povrsinu x? + 3 = 1 u toj tacki.

Resenje 2.9 Ako sa f(x1,22) oznac¢imo funkciju 23 + z3, onda je ort normale
na povrsinu 2 + z32 = 1 u proizvoljnoj njenoj tacki

gradf - 2(1‘161 + Iggg)
|grad f| 4(x? + 23)

n= = x1€1 + x2€>,

§to znaci da je vektor napona koji deluje na ravan tangentnu na uo¢enu povrsinu
jednak

. 0 100:61 —1001‘2 T 1005611‘2
P= 100z, 0 0 Ty | = 10022
—10024 0 0 0 —100x1 22

U tacki (1/2,v/3/2,3) je trazeni vektor napona onda jednak
F_; = 25(\/561 + &5 — \/553) .
Zadatak 2.10 Tenzor napona reprezentovan je matricom

R 0 —Qr3 Qs
P=| —azxs 0 0
aTs 0 0
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a) Naéi vektore napona koji deluju na povrsine cilindra x3 + 2% =4, 11 =0
) I = l.

b) Naéi ukupnu silu i moment sile koji deluju na osnovu x1 = I cilindra
definisanog pod a,).

XI

Resenje 2.10 X/

a) Vektor napona P koji deluje na omotaé cilindra z2 4 22 = 4 jednak je

. ~ 0 —Qxr3 Qo 0 0
Pl =Pn = —QI3 0 0 To = 0 s
axy 0 0 T3 0

dok su vektori napona koji deluju na osnove 1 = 01i z; = [ redom jednaki

0 0
ﬁg = ﬁ(—é&) = QT3 5 ﬁg = 73<€1) = —Qx3
—Qr2 QT2

b) Ukupna povrsinska sila F koja deluje na gornju osnovu cilindra jednaka je

FZ/ ﬁ3dS:F1€1+F252+F353,
S(Ilzl)

gde je P, izracunato pod a), tako da je F; =0, a

FQZ—Oé/LtgdS, nga/xgdS’.
S S

Integrale u izrazima za Fh i F3 najlaksSe je izracunati u polarnim koordinatama
(r, ), koje se uvode u ravni Ozsz3. Veza izmedu Dekartovih i ovako uvedenih
polarnih koordinata ima oblik o = rcosy, x3 = rsinp, a posto je element
povrsine dS = rdrdy, za komponentu Fy povrsinske sile dobijamo

2 2 2 27
= —a/ / drder® sin o = —a/ rzdr/ sinpdp = 0.
o Jo 0 0
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Sli¢no, za F3 dobijamo da je proporcionalno integralu fo% cos ¢dyp, koji je jednak
nuli, pa je stoga i F3 = 0. Dakle, ukupna povrsinska sila koja deluje na gornju
osnovu cilindra jednaka je nuli.

Ukupni momenat L povrsinskih sila koje deluju na uo¢enu osnovu po defini-

ciji je jednak
L= / 7 X dﬁ,
s

gde je dF = 133dS povrsinska sila koja deluje na element povrsine dS. Kako je
T = x2€5 + x3€3, nalazimo da je

e & &
PXP3=]0 2 x3 | = a2l +22)e) = ar’ey,
0 —axs axo
gde smo ponovo iskoristili polarne koordinate, pa je
N 2 2T
L = «ae / / r3dr dp = 8raé; .
o Jo
2.3 Osnovna jednacina dinamike
Zadatak 2.11 Ispitati da li matrica ¢iji su elementi
P = x% + I/(Jt? — JZ%) R Py = —2vxi29
Py = x% + V(J?% — 1‘%) s Poys=P3=0 |,

2 2
Py = v(z7 + 23)
moZe da reprezentuje tenzor napona u sredini ¢iji se delici nalaze u ravnotezi, a

zapreminskih sila nema.

Resenje 2.11 Ovde treba ispitati da li sa matricom ¢iji su elementi P;; moze
da bude zadovoljena osnovna jednacina dinamike, koja za kontinuum ima oblik

[1]

dv - 1 -

i —divP. 2.4

7 f+ P iv (2.4)
Posto se deli¢i nalaze u ravnotezi, njihovo ubrzanje je jednako nuli, tj. Cfi—f =0,

a zapreminskih sila nema, pa je i f = 0, tako da prethodna jednacina dobija
jednostavan oblik: divP = 0. Kako je divP = 2?21 é’idiv(Z?zl Pj;€;), direkt-
nom zamenom elemenata zadate matrice u ovaj izraz lako zaklju¢ujemo da ona
moze da reprezentuje tenzor napona.

Zadatak 2.12 Ako je poznato da je gustina zapreminskih sila koje deluju u

kontinualnoj sredini jednaka f = —ge3, gde je g—konstanta, a tenzor napona
ima oblik

5 X9 —XI3 0

P = —x3 O —X9 s

0 —x2 Ps3
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naci kakav oblik treba da ima P33 tako da jednac¢ina ravnoteze deli¢a kontinuuma
bude zadovoljena. Pretpostaviti da gustina deli¢a p ne zavisi od koordinate 3.

Resenje 2.12 Projektovanjem osnovne jednac¢ine dinamike na osu x3 dobijamo
jednacinu
8$3 ’

pg=—1+

odakle je
Psz = a3(1 + pg) + F(x1,22),
gde je F(x1,x2) proizvoljna funkcija koordinata x1 i xs.
Zadatak 2.13 (Ojlerova jednacina) Za sredinu u kojoj tenzor napona ima

oblik P = —pZ, gde je p skalarna funkcija koordinata i vremena, a I jedinicéni
tenzor, naéi eksplicitni oblik osnovne jednacine dinamike.

Resenje 2.13 Stavljajuci zadati oblik tenzora napona u izraz za divergenciju
tenzora dobijamo:

3
divP = Zéidiv(ﬁgi) = Zéidiv(—pia-) = Z@div(—p@-)

I
hE
D
/?
[e))
g
N———
I
|
o
—
=
=

pa osnovna jednacina dinamike (2.4) za ovakvu sredinu (tzv. idealan fluid) ima

oblik d
Y f— —gradp (2.5)

Zadatak 2.14 (Navije—Stoksova jednaéina) Za sredinu u kojoj tenzor napona
ima oblik R R R R

P=—pI+2nK+ES51,
gde sun i & zadate konstante, p skalarna funkcija koordinata i vremena, a

- - 1 -
§=K+8&, &= (VoT. (2.6)

nadi eksplicitni oblik osnovne jednacine dinamike, ako je S tenzor brzine defor-
macije.

Resenje 2.14 Posto je
div(—pZ + 20K + £81) = div(—pZ) + 2ndivK + £divS; ,

izracunajmo prvo divergenciju tenzora Sy:

3
VS = Z é;div((divd)e, - Z

—_

1
= ggraddivﬁ. (2.7)

co
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Kako je K = S — &y, divergencija tenzora K jednaka je:

3
- ~ ~ ~ 1
VK =VS8-VS =) &div(Se;) - Seraddivy. (2.8)
i=1
Posto je
3
SN 5 1 6vj 81}1' N
Se; = ZSjiej = 5 Z (axl + 81']) €, (29)
Jj=1 Jj=1
sledi da je
1. (0 v 1~ 0 (v,  Ov
&z o Lo j i\ 1 o0 j i
le(SeZ) 2d1VZ <8.Z‘Z + (9$]> K 2 Z 6xj (61‘1 + 81‘])
j=1 j=1
3
1 1o} 8vj
= = — Av; |, 2.1
2 ;333] <8xi>+ v (2.10)
pa je
3 3 3
.= 1 8 8’Uj 1 1 8 81}]‘ 1
= — e — P — U= — e e —A_’
divé 2“2::16%3% (8%) 2 2; O, Z Z * 2"
L
= — (graddivt + A7) , (2.11)
odnosno 1 )
divk = égraddivff—i— §A17. (2.12)
Onda je
> s _nté - -
2ndivk + £divS; = 3 graddivd + nAv (2.13)

i, ako jos iskoristimo rezultat
div(—pf) = —gradp,

dobijen u reSenju prethodnog zadatka, osnovni dinamicki zakon (2.4) dobija
oblik jednacine

ov

E'ﬁ‘(v'V)U:f—

1
Loradp + TF 8 graddivi+ AT (2.14)
p 3p p

2.4 Termodinamika fluida
Zadatak 2.15 Nadi jednacinu koju zadovoljava temperatura T, ako je poznato
da je pri kretanju fluida zadovoljen Furijeov zakon ¢ = —kV'T, gde je k kon-

stanta nezavisna od T, §—vektor gustine fluksa toplote, a ukupna koli¢ina toplote
koja prode kroz bilo koji deo fluida je nula.



2.4 Termodinamika fluida 43

Resenje 2.15 Ukupna koli¢ina toplote @ koja prode kroz bilo koji deo fluida,
koji zauzima zapreminu V', ograni¢enu povrsinom S jednaka je

Q= 7{ (j-ds“*:/ divgdV, (2.15)
S \%

gde smo iskoristili teoremu Gausa—Ostrogradskog. Posto je @ = 0, a V proizvoljno,
zakljuc¢ujemo da divg = 0, odnosno

div(-kVT)=0 = AT =0, (2.16)
tj. temperatura T pod ovim uslovima zadovoljava Laplasovu jednac¢inu.

Zadatak 2.16 Fluid miruje izmedu dve beskonacno velike paralelne ravne ploce
y=01iy =d. Ako se donja ploca odriava na temperaturi Ty, a gornja na
T5- naci stacionarnu raspodelu temperature u fluidu, pod uslovima prethodnog
zadatka. Zbog simetrije pretpostaviti da je temperatura funkcija samo koordinate

Y.

Resenje 2.16 Posto je T' = T'(y), Laplasova jednacina, koju temperatura treba
da zadovoljava, se ovde svodi na obi¢nu diferencijalnu jednac¢inu

d?T
— =0 2.17
=0, (217)
Cije je opste reSenje
T = Cly+02. (218)

Konstante Cy i Cy odredujemo iz grani¢nih uslova T(0) = 11 i T'(d) = Ts,
odakle je kona¢no
T:(Tz—Tl)%+T1. (2.19)

Zadatak 2.17 Polazeéi od I zakona termodinamike primenjenog na malu sup-
stancijalnu zapreminu kontinualne sredine, pokazati da masena gustina unutra-
snje energije u te sredine zadovoljava jednacinu

d .
pd—z‘ = TrSP — divg, (2.20)

gde su S i P redom tenzori brzine deformacije i napona, a ¢ vektor gustine
fluksa toplote.

ReSenje 2.17 1 zakon termodinamike
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Poglavlje 3

Statika fluida

Zadatak 3.1 Pretpostavijajuci da je vazduh termodinamicki idealan gas, ¢iji se
deliéi ne krecu,
a) izvesti tzv. barometarsku formulu:

®3  gdag

p(xg) :poei fo RT(x3) , (31)

gde je p(xs3) vrednost hidrostatickog pritiska na visini xs, py pritisak na
nultoj visint xs = 0, g gravitaciono ubrzanje, R univerzalna gasna kon-
stanta, a T'(x3) temperatura vazduha na visini x3;

b) ako temperatura T opada linearno sa visinom x3 kao T = Ty — axs nadi
zavisnost hidrostatickog pritiska od visine x3.

Resenje 3.1 a) Posto se deli¢i vazduha ne kreéu, osnovna jednacina dinamike
ima oblik

0= f— %gradp7 (3.2)
gde je f: —g€s, pa projektovanjem (3.2) na ose koordinatnog sistema dobijamo
sledece skalarne jednacine:

0

8—51 = 0, (3.3)
;—i = 0, (3.4)
;—i = —pg. (3.5)

Iz jednacine (3.3) zakljuéujemo da pritisak p ne zavisi od koordinate z1, a iz
(3.4) da ne zavisi ni od x2, 8to znaci da pritisak moze da zavisi samo od x3.
Onda iz jednacine (3.5) sledi

dp = —pgdxs. (3.6)
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S druge strane jednacina stanja idealnog gasa ima oblik
p=pRT, (3.7)
pa deledi poslednje dve jednacine dobijamo jednacinu

dp  gdas

D RT(x3)’

(3.8)

¢ijim integraljenjem dobijamo barometarsku formulu (3.1).
b) Zamenom eksplicitne zavisnosti temperature od visine u integral sa leve
strane jednacine (3.1) i njegovim izra¢unavanjem dobijamo

a g/aR
= 1—— .
10(963) Po ( T, 333)

Zadatak 3.2 Barotropan fluid ¢ija jednacina stanja ima oblik p = \p*, gde su
A i k konstante miruje u gravitacionom polju (G = —gés).

a) Nadéi pritisak u fluidu u zavisnosti od xs i po—pritiska na s = 0.

b) Naéi eksplicitan izraz za tzv. funkciju pritiska, koja se za barotropne fluide

definise relacijom
P dp
I(p) = / - 3.9
(p) oW (3.9)

Resenje 3.2 a) Isto kao u prethodnom zadatku i ovde iz osnovne jednacine
dinamike za staticki slucaj (3.2) sledi jednacina (3.6)

dp = —pgdzs,

-3

iz zadate jednacine stanja, dobijamo

(%) o dp = —gdus,

odakle, zamenom gustine

odnosno
k

k=1 1—k F=1
p(rs) = A (po’“ + - gxg,) (3.10)

b) Funkcija pritiska je po definiciji (3.9) jednaka

P dp P dp k - —1/k
Ip:/7:/7:7>\1/kp1/k*p )
0= [ [ )

A



47

Zadatak 3.3 Pretpostavimo da se materijal od kojeg se neka zvezda sastoji
moZe tretirati kao fluid u ravnoteZi, pri cemu je jedina zapreminska sila gravita-
ciona sila koja potice od same supstance zvezde. Zvezda je sferno simetriéna,
ali nije homogena, pri éemu je poznata veza izmedu pritiska p(r) i njene gustine
p(r): )

p=5kp®,
gde je k konstanta.

a) Pokazati da gustina zvezde zadovoljava jednacinu

2 rp\r 7I8
o)

gde je v univerzalna gravitaciona konstanta.

b) Resiti prethodnu jednacinu i pokazati da polupreénik ovakve zvezde ne za-
visi od njene ukupne mase, uzimajuci u obzir granicéne uslove da je p
konacno za r =0 i iznosi p(0) = po, a jednako nuli na povrsini zvezde.

Resenje 3.3 a) Iz osnovne jednacine dinamike za sluc¢aj ravnoteze dobijamo

- 1
f = —gradp, (3.11)
P
gde je
- m(r)
f=——5"¢, (3.12)

a m(r) masa sadrzana u sferi poluprecnika r. Posto je

d d
gradp = —pgradp = kpgradp = k:p—pér, (3.13)
dp dr
iz jednacine (3.11) sledi
d
f%m(r) = r2§ , (3.14)
odakle, uzimajuéi u obzir da je
m(r) = 47r/ p(r)r?dr, (3.15)
0
i diferenciranjem po r, dobijamo
ATy o d [ ,dp
7 = — — . 1
T p(r) o\ (3.16)

Lako se pokazuje da je ova jednacina ekvivalentna jednacini zadatoj u tekstu
zadatka.
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b) Ako se jednacina navedena u delu a) prepise kao

% + 47%7’,0(7") =0, (3.17)

vidi se da ona ima oblik diferencijalne jednacine linearnog harmonijskog oscila-
tora, Cije je opSte reSenje u ovom slucaju

rp(r) = Acoswr + Bsinwr, (3.18)

gde su A 1 B konstante koje treba odrediti iz pocetnih uslova, a w odredeno sa

4
wr= 10 (3.19)
k
Sama gustina onda ima oblik
o) = Acosrwr n Bsmrwr ’ (3.20)

iz kog sledi da ona tezi co za r — 0, ako je A # 0. Odavde jasno sledi zakljucak
daje A = 0, posto je lim,_,o p(r) = po, $to je konacan broj, kao ida je B = pg/w,
posto je lim,_,o(sinx)/x = 1, tako da se konaéno dobija

sin wr

= . 3.21
p(r) =po——— (3.21)
Iz uslova da je gustina zvezde na njenoj povrsini r = R jednaka nuli sledi da je
sinwR = 0, odakle je

wR=mnm, (3.22)

gde je n ceo broj, pa je poluprecnik ovakve zvezde jednak

[k

§to oc¢igledno ne zavisi od ukupne mase zvezde.

Zadatak 3.4 Velika posuda napunjena nestisljivom tecnoséu ubrzava se u ho-
mogenom gravitacionom polju konstantnim ubrzanjem d = ag€s + az€sz, gde je
g = —ges. Odrediti nagib slobodne povrsine tec¢nosti, pretpostavljajuéi da je us-
postavljeno stacionarno stanje, tj. da se tecnost kreée kao kruto telo, pa stoga
u njoj postoje samo normalni naponi. Takode, uzeti da je na slobodnoj povrsini
teénosti pritisak konstantan i jednak atmosferskom pritisku.

Resenje 3.4 Iz osnovne jednacine dinamike (2.4) se u ovom slu¢aju svodi na
jednacinu

=q-

QL

gradp, (3.24)

S
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¢ijim projektovanjem na koordinatne ose dobijamo skalarne jednacine:

1 0p

1 0p
= - == 2
a9 pax2 (3 6)
1 op
= —g-— = 2
as paxs (3 7)

Iz jednacine (3.25) sledi da pritisak ne zavisi od koordinate x, a iz (3.26)
dobijamo
p(z1, 22, 23) = —pagzs + F(x3). (3.28)

Zamenom dobijenog izraza za pritisak u jednac¢inu (3.27) dobijamo diferenci-
jalnu jednacinu za funkciju F'(z3):

dF

oo~ (atgp = Flzs) = —(az + g)pws + const,
3

pa vra¢anjem F' u izraz za pritisak (3.28) sledi da pritisak u te¢nosti ima oblik:
p=p(§—d) 7+ const. (3.29)

Posto je na slobodnoj povrsini te¢nosti pritisak jednak atmosferskom iz (3.29)
sledi da je slobodna povrsina tecnosti ravan normalna na vektor § — d. Sa slike
se onda vidi da je ugao a pod kojim je slobodna povrSina te¢nosti nagnuta u
odnosu na horizontalnu ravan odreden sa

a
tga = . 3.30
g = (3.30)
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Zadatak 3.5 Kolica napunjena vodom spustaju se niz strmu ravan nagibnog
ugla 0, usled delovanja gravitacije. Naéi ugao pod kojim je nagnuta slobodna
poursina vode (koja je u kontaktu sa atmosferom), zanemarujuéi silu trenja i
efekte otpora vazduha.

Uputstvo 3.5 Zadatak se reSava slicno kao i prethodni, uzimajuéi u obzir da
se kolica kreéu ubrzanjem intenziteta gsin 6 niz strmu ravan.

Zadatak 3.6 Tecnost konstantne gustine p rotira kao kruto telo konstantnom
ugaonom brzinom w oko vertikalne x3 ose. Ako je gravitacija jedina zapreminska
sila (§ = —gé3) pokazati da je p/p — w?r?/2 + gxs = const.

Resenje 3.6 Ubrzanje deli¢a tecnosti koji se nalazi na rastojanju r od ose
rotacije jednako je centripetalnom ubrzanju

a=—w’ré,,

pa iz osnovne jednacine dinamike u cilindricnim koordinatama (z = x3) dobi-
jamo sledece skalarne jednacine

dp _ 2
o pwrr (3.31)
Jp

= .32
o 0 (3.32)
dp
92 —pPg (3.33)

Iz (3.32) sledi da pritisak ne zavisi od ugla ¢, iz (3.33) sledi da je
p=—pgz+F(r),
a onda iz (3.31): F(r) = pw?r?/2+konst, pa je

1
p(r,¢,2) = —pgz + ipw2r2 + const, (3.34)

odakle direktno sledi tvrdenje zadataka.

Zadatak 3.7 Donji deo vertikalne cilindriéne posude ispunjen je te¢noséu gus-
tine p2, a iznad nje je tecnost gustine p1, pri cemu su obe gustine konstantne
1 p2 > p1. Posuda rotira konstantnom ugaonom brzinom w oko vertikalne ose,
pri cemu se tecnosti ne meSaju. Naci raspodelu pritiska u posudi, jednacinu
granic¢ne povrsine medu tecnostima, kao i jednacinu slobodne povrsine teénosti,
ako je visina gornjeg sloja tecnosti kada posuda miruje jednaka h, a atmosferski
pritisak pg.

Resenje 3.7 Na isti nacin na koji je u prethodnom zadatku dobijen izraz za
pritisak ovde se dobija da je u te¢nosti gustine p; pritisak jednak

1
PP (r,0,2) = —prgz + §p1w21"2 + Ky, (3.35)
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Dw
P
\/
p:
a u teCnosti gustine po:
1
PP (r,¢,2) = —pagz + §p2w2r2 + K>, (3.36)

Jednacina slobodne povrsine tecnosti se dobija tako §to se pritisak p!) izjednaci
sa atmosferskim, odakle je

D=2 (3.37)

gde smo uzeli da je za r = 0 i z = 0, Sto onda znaci i da je K1 = pg. To je,
naravno, jednacina rotacionog paraboloida.

Na granici izmedu slojeva te¢nosti su pritisci p™ i p(® jednaki u svakoj
tacki, pa izjednacavanjem izraza (3.35) i (3.36) dobijamo

2
@_w o K
) R . 3.38
29 g(p2 — p1) (3.38)

Zapremina V gornjeg sloja tecnosti jednaka je

R 2 2
TR*K
V:27T/ / rdrdz = ——— 2 ,
0 Jx@ 9(p2 — p1)
gde je R poluprec¢nik osnove posude, a posto je ova tecnost nestisljiva, takode
jei
V =71R%h,

pa je jednacina grani¢ne povrsine medu te¢nostima

PLEY . B A (3.39)
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Poglavlje 4

Idealan fluid

4.1 Ojlerova jednacina, Bernulijev i Kosi—Lagran-
zev integral
Zadatak 4.1 Polje brzine u fluidu ima oblik ¥ = 3(x? — y?)&, — 6zyé,.
a) Pokazati da je fluid nestisljiv pri ovakvom kretanju.

b) Ako je fluid idealan, gustine p, u homogenom polju gravitacije § = —ge,
nadi raspodelu hidrostatickog pritiska (uzimajudi p(0,0,0) = pg ).

¢) Ako je ravan y = 0 éursta granica, naéi tangencijalnu komponentu brzine
na granics.

Resenje 4.1 a) Posto je

Ovy % ov,

Vi = ox y 0z

=6x—6x+0=0, (4.1)

fluid zaista ostaje nestisljiv pri ovakvom kretanju.
b) Raspodela hidrostatickog pritiska moze se naéi pomoéu Ojlerove jednacine
(2.5):

dv. - 1
— =f—--Vp.
& f VP
Posto je za zadato polje brzine
dv ov ov ov .
d—: = 8—: (7 V)T = vma—z +vya—; = 18(x2 +12) (28, + y&,) = 1818, , (4.2)
gde je r rastojanje od z-ose, f: —gé>, a Vp u cilindriénim koordinatama ima
oblik

_Op, 10p_ | Op.
Vp = 8rer+ 7"8<p%+ 8z€z’ (4.3)
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projektovanjem Ojlerove jednacine na pravce ortova €., €, i €, dobijamo sledece
tri skalarne jednacine:

10p

18 = ~>ar (4.4)
0 = —%S—Z (4.5)
0 = 797%% (4.6)
Iz jednacine (4.4) sledi
p(r,p,2) = —gpr“ +F(p,2), (4.7)

pa zamenom ovakvog izraza za pritisak u (4.5) zakljucujemo da funkcija F' ne
zavisi od ¢ koordinate, a iz jednacine (4.6) onda sledi

dF
=3 48
9P =" (4.8)
odakle je F' = —pgz+const. Vracajuéi F u (4.7) dobijamo konacan izraz za
pritisak
9 9
p=po—pgz— 5ot =po = pgz = 5p(a* +y7)?, (4.9)

gde smo konstantu u F' odredili pomoé¢u uslova p(0,0,0) = pg.

Lako se proverava da je rotv' = 0, a posto je proticanje stacionarno, fluid
nestisljiv i zapreminske sile potencijalne, pritisak se moze odrediti i pomocu
Bernulijevog, odnosno Kosi-Lagranzevog integrala, koji se u ovom sluc¢aju svode
na jednac¢inu

1
P+ pgz + §pv2 =p(0,0,0) = pg, (4.10)

odakle se zamenom datog izraza za brzinu dobija ponovo (4.9).
c¢) Posto brzina ima samo x i y komponentu, njena tangencijalna komponenta
uravni y = 0 je Tiang = 3x2¢,.

Zadatak 4.2 Linijski izvor idealnog homogenog nestisljivog fluida (vidi zadatak
1.29) postavljen je u pravcu vertikalne ose u homogenom gravitacionom polju
g = —gé.. Jacina izvora je Q. Pomocu Ojlerove jednacine (2.5) naci raspodelu
pritiska, ako je poznato da je na wvelikim rastojanjima od ose na vising z = 0
pritisak jednak pg. Gustina fluida je p.

Resenje 4.2 Supstancijalni izvod brzine koji figurise na levoj strani Ojlerove
jednagine (2.5) u ovom sluéaju najlakse je izra¢unati pomocu izraza (1.10), ¢ime
dobijamo:

dv Q?

. S 411

dt 423" (4.11)
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Stavljanjem dobijenog izraza u Ojlerovu jednacinu i njenim projektovanjem na
pravce ortova €y, €, i €, dobijamo tri skalarne jednaéine ¢ijim resavanjem nala-
zimo

pQ?
8272
Iz uslova da je na velikim rastojanjima od ose na visini z = 0 pritisak jednak

po dobijamo da je integraciona konstanta koja se pojavila u prethodnom izrazu
jednaka upravo pg, pa se konacno za pritisak dobija

pQ*

822

p(r, @, z) = —pgz — + const .

p(r, ¢, 2) = —pgz — +po - (4.12)
Zadatak 4.3 Nadi raspodelu pritiska za slobodni vorteks (vidi zadatak 1.31)u
homogenom polju gravitacije, ako se osa vorteksa poklapa sa pravcem gravita-
cionog polja § = —gé,. Gustina fluida je p, a za z = 0 i r — oo pritisak tezi
vrednosti pg.
Resenje 4.3 Sli¢no kao u prethodnom zadatku, posto je %f =0irotd =0
sledi i 1
U
— = —grad(v?).
3 = perad(v’)

Kako je ¥ = %é’w Ojlerova jednacina dobija oblik

r . e 1 d (4.13)
————¢&, = —gé, — —gradp, .
i 9¢: — Jgradp
odakle nalazimo
pl?
P==pgz— g 55+ po. (4.14)

I u ovom slucaju su, kao i u prethodna dva zadatka zadovoljeni uslovi za vazenje
kako Bernulijevog, tako i Kosi-Lagranzevog integrala, pa se izraz za pritisak
mogao dobiti i direktno primenom ovih integrala.

Zadatak 4.4 Tornado se mozZe grubo opisati kao vorteks sa rotacionim jezgrom
koje se aproksimativno ponasSa kao cursto telo, dok je van jezgra brzina U =
%é’ip. (Tipicna procenjena vrednost polupreénika jezgra je 30m.) Kako se
menja pritisak na povrsini Zemlje van jezgra tornada? Koliki je maksimalni
pad pritiska za tornado sa maksimalnom brzinom vetra 100km na ¢as? Owvaj
potpritisak je delimicéno odgovoran za podizanje krovova i veliki deo Stete koju
tornado pravi. Pretpostaviti da se gustina vazduha moZe smatrati konstantom 1
uzeti da je jednaka p = 2.3kg/m3.

ResSenje 4.4 Van jezgra polje brzine je potencijalno i stacionarno, a kako je
gustina konstantna i jedina zapreminska sila potencijalna, vaze Bernulijev i Kosi-
Lagranzev integral, tj.

1 1
p(R7 z = 0) + §pvrznax = p(rra z = O) + 5[)1)2 =Po, (415)
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gde je R poluprecnik jezgra, a pg atmosferski pritisak na povrsini Zemlje na
velikim udaljenostima od jezgra tornada (gde je onda brzina vetra zanemarljiva).
Odatle je maksimalni pad pritiska jednak

1
p(R,z=0)—pg = —§pvfnax ~ —890Pa. (4.16)

Zadatak 4.5 Pokazati da Bernulijeva jednacina u slucaju stacionarnog proti-
canja idealnog gasa ima oblik

a) U+ %lnp +v%/2 = const, za izotermno proticanje;

b) U+ ﬁ% +v2/2 = const, za izentropijsko proticange.

ResSenje 4.5 Posto Bernulijeva jednacina ima oblik

1
U+ 5112 + I(p) = const, (4.17)
gde je
d
I(p) = 7§7 (4.18)

a U masena gustina potencijalne energije, ovde je potrebno naéi funkciju I.
Jednacina stanja termodinamicki idealnog gasa ima oblik

p = pRT, (4.19)

odakle se za
a) izotermno proticanje dobija

d
I:RT/—BzRTMp:Bmp. (4.20)
p p

b) Za izentropijsko proticanje idealnog gasa se moze pokazati [1] da vazi jednacina

p=Kp", (4.21)
odakle je
dp = Kyp'~'dp,
pa je
I:Kﬁ/}*ﬂmn:K lp%l. (4.22)
o

Ako sada iskoristimo jednacinu (4.21) dobijamo

7P

I= =,
y—1p

§to je i trebalo pokazati.
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4.2 Potencijalno proticanje idealnog fluida

Zadatak 4.6 Stacionarno proticanje idealnog nestisljivog fluida gustine p, van
polja zapreminskih sila, opisano je funkcijom toka

CoS

\\/J =
(7‘7 Lp) « r 9

gde je a konstanta, a r i @ polarne koordinate.
a) Nadéi polje pritiska u fluidu.

b) Uzimajucéi da je beskonacno daleko od koordinatnog pocetka pritisak jednak
Do, naci ukupnu silu koja deluje na zamisljeni cilindar jedinicne visine, ¢ija
se osa poklapa sa z-osom.

ResSenje 4.6 a) Posto je v = €3 x VU i
e S o
V¥ = —T—z(cos €, + sin @é,) , (4.23)
lako se nalazi da je
U= %(Sin V€, — COS PEy) . (4.24)
r

Kako je rot? = 0 (Sto se lako proverava), polje pritiska u fluidu nalazimo pomocéu
Bernulijevog ili Kosi-Lagranzevog integrala, koji se u ovom slucaju svode na
jednacinu

2

Y + % = const, (4.25)
odakle je
1 2
p = const — 5'0% . (4.26)

b) Ako je za r — oo pritisak jednak pg, onda iz prethodne jednacine sledi

1 o?

=po— —p— 4.2
P=Po— 5P T (4.27)

a ukupna sila ﬁ, koja deluje na zamisljeni cilindar, jednaka je

ﬁ:—j{pdg, (4.28)
S

gde je S povrsina cilindra. Povrsinski integral u izrazu za silu mozemo razdvojiti
na tri integrala: integral po omotacu i dva integrala po osnovama cilindra.
Integrali po osnovama se medusobno_anuliraju, posto je jedina razlika medu
njima u znaku dS. Element povrSine dS na omotacu cilindra jednak je Rdp dze;.,
gde je R polupre¢nik osnove cilindra, pa je

1 2 2m 1
=—-R —pa— / (€1 cosp + 5 sin @)d(p/ dz =0, (4.29)



58 Idealan fluid

A
\@

h=1

\;
\/

gde smo iskoristili jednakosti:

27 27
€ = €1Ccosp+ Exsingp, / singodgoz/ cospdp =0.
0 0

Zadatak 4.7 Profil brzine pri stacionarnom mnestisljivom proticanju idealnog
fluida, gustine p, van polja zapreminskih sila, u cilindricnim koordinatama ima
oblik

_, a - . o

V=3 (cos e, + sin pey,) ,
gde je « zadata konstanta. Znajuci da je beskonacno daleko od koordinatnog
pocetka pritisak jednak pg naéi

a) polje pritiska u fluidu;

b) ukupnu silu koja deluje na zamisljeni kruzni cilindar jedinicne visine, éija
se osa poklapa sa z-osom.

Resenje 4.7 a) Lako se proverava da je rott = 0, tj. ovde se radi o potenci-
jalnom proticanju, pa se polje pritiska u fluidu moze naé¢i pomoéu Bernulijeve
jednacine, koja u ovom sluc¢aju ima oblik

’U2

5+ % = const, (4.30)
odakle je
1 2

p = const — 5/’% . (4.31)

Posto je za r — oo pritisak jednak pg, iz prethodne jednacine sledi

1 ao?

=po— =p— 4.32
P=Po= 505 (4.32)

b) Na isti nac¢in kao u prethodnom zadatku dobija se da je ukupna sila F koja
deluje na zamiv sljeni cilindar jednaka nuli.
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Zadatak 4.8 Potencijal brzine ® u cilindriénim koordinatama ima oblik

R2
D(r,p,2)=U (r—i— T) cos .

a) Uveriti se da ® zadovoljava Laplasovu jednacinu AP = 0.

b) Uveriti se da polje brzine U = V® zadovoljava granicne uslove za proticanje
nestisljivog idealnog fluida oko nepokretnog ¢urstog cilindra r = R. Kolika
je brzina fluida na jako velikim rastojanjima od takvog cilindra?

c) Ako nema zapreminskih sila, a poznato je da je pritisak na jako velikim
rastojangima od cilindra jednak po,, nacéi pritisak u bilo kojoj tacki fluida,
ako je gustina fluida p.

d) Izracunati silu kojom fluid deluje na jediniénu duZinu cilindra.

Resenje 4.8 a) Direktnom zamenom datog potencijala u izraz za laplasijan u
cilindri¢nim koordinatama

19 [ 00 10°0  0°®
AP =——(r—— |+ 55+ 5 4,
ror (T 87“) 72 02 * 022 (4.33)
dobija se da je A® = 0.
b) Posto je
. ob_, 109, 0P
v = grad<1> =V = Eer + ;%ew + aez, (434)

cilindri¢ne komponente brzine jednake su

R? R?
UT:Ucos<p(1—T—2), vwz—Usin<p<1+r—2), v, =0. (4.35)

Granicni uslov koji treba da bude zadovoljen pri proticanju idealnog fluida oko
cilindra » = R je uslov neprobojnosti, tj. uslov da je normalna komponenta
brzine na povrsini cilindra jednaka nuli:

Orl,_p =0, (4.36)

Sto jeste zadovoljeno. Takode, posto je divi=div grad® = A® = 0, zaista se
radi o nestisljivom proticanju.

Dekartove komponente brzine v, i v, izrazavaju se preko cilindriénih kom-
ponenata kao

Vg = VpCOS P — VpSINQ, Uy = Upsing + vy, Co8 ¢, (4.37)

odakle je
lim v, =U, lim v, =0. (4.38)

rT—00 T—00
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¢) Posto je kretanje potencijalno i stacionarno, zapreminskih sila nema, a gustina
fluida konstantna, zadovoljeni su uslovi za primenu Bernulijeve jednacine u bilo
kojoj tacki i bilo kom trenutku, pa je

2 2 2
];+éconstrlingo<i+g>zio+27 (4.39)
odakle je
U? (2R? R*
D= Poo — pT <ﬂ(s1n2 ¢ —cos? @) + 7«4> , (4.40)

pri ¢emu smo iskoristili izraze za komponente brzine nadene pod b).
d) Ukupna povrsinska sila F, koja deluje na jedinicu duzine cilindra jednaka je

ﬁ:—/pdg,
s

gde je S povrsina tog dela cilindra. Element povrsine dS na omotacu cilindra
jednak je Rdpdze,., gde je R poluprecnik osnove cilindra, pa je

27 1
F = -R / de [ dzp(R, p)é,
0 0

27 2

U

—R/ dy (poo - pT (4sin2cp— 1)) (€1 cosp + &singp) =0,
0

gde smo iskoristili

2 2m
/ (4 sin? ¢ — 1) cos pdp = / (4 sin? ¢ — 1) sinpdyp =0.
0 0

Zadatak 4.9 U prethodnom zadatku naci tacke u kojima je brzina jednaka nuli
(tacke stagnacije), ako takve postoje. Gde na povrsini cilindra pritisak ima
minimalnu vrednost i kolika je ta vrednost?

ResSenje 4.9 Iz izraza za brzinu nadenih u prethodnom zadatku lako se nalazi
da su tacke stagnacije (r = R, =0) i (r = R, = 7). Iz Bernulijeve jednacine
sledi da pritisak ima maksimalnu vrednost u ovim tackama. Tacke u kojima pri-
tisak ima ekstremalnu vrednost na povrsini cilindra nalaze se pomoc¢u jednacine

dp(r = R)

= —4pU?singcosp =0, (4.41)
dep

koja je zadovoljena ako je cos ¢ = 0 ili sin ¢ = 0. Minimumu pritiska odgovaraju
uglovi ¢ = 7/2 1 37/2, za koje je

3
Pmin = Poo — §PU2 : (4.42)
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Zadatak 4.10 Stacionarno potencijalno proticanje idealnog nestisljivog fluida
gustine p, van polja zapreminskih sila, oko beskonacno dugackog kruznog cilindra
poluprecnika r = a, zadato je potencijalom brzine:

2

a
D(r,p) =Vy (r+ 7) cosp — Ky,
gde su Vy, 1 K zadate pozitivne konstante, a v i ¢ polarne koordinate.
a) Naéi brzinu proticanja deliéa u fluidu, kao i tacke stagnacije. Skicirati
strugne linije.
b) Izracunati cirkulaciju brzine po kruZnici sa centrom na osi cilindra, polu-

precnika R > a, koja leZi w ravni normalnoj na osu cilindra.

Resenje 4.10 a) Komponente brzine su

a2 ) a® K
’Ur:VooCOSSO<]-_T_2> ) Utp:_voosul@(l"f_r_Q)_?a Uz:()' (443)

Izjednacavanjem ovih izraza sa nulom zakljucujemo da
1. za K < 2V a u svakoj ravni normalnoj na osu cilindra postoje dve tacke
stagnacije A i B odredene jednac¢inama
K

4.44
2Voa ( )

r=a, sinp=-—

y

2. za K = 2Va tacke A i B iz prethodnog slucaja se poklapaju, tj. u svakoj
ravni normalnoj na osu cilindra postoji jedna tacka stagnacije (r = a, p =
37/2) i ona se nalazi na povrsini cilindra;

y
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3. za K > 2V a tacke stagnacije odredene su izrazima

K 4a2V2 3T
=— |1 1-— 0 = —. 4.4
r 2Vm<+\/ K2>,¢ 5 (4.45)

ey
[

b) Posto je element linije na ovakvoj konturi dl = Rdyeé,, cirkulacija I' je
jednaka

27
F:%J&ER/ vodp = —2K7. (4.46)
0

Obratiti paznju da ovde ne moze da se primeni Stoksova teorema (rezultat bi
bio 0).

Zadatak 4.11 Uzimajuéi da je u prethodnom zadatku beskonacno daleko od
cilindra pritisak jednak poo, nacéi pritisak u fluidu, kao © silu koja deluje po
jedinici duzine cilindra.

Rezultat 4.11 Pritisak se nalazi iz Bernulijeve jednacine, a odatle F, = 0 i
F, = —27rKpV,. Ponovo fluid ne deluje nikakvom silom u pravcu svog pro-
ticanja (na velikim rastojanjima od cilindra), ali sada postoji sila u pravcu
normalnom na pravac toka.

Zadatak 4.12 Kolikom silom treba delovati na loptu radijusa R da bi ona
mirovala w homogenom mnestisljivom idealnom fluidu, koji se na jako velikim
rastojangima od lopte krece konstantnom brzinom u = wue,? Zapreminske sile
zanemariti, a za polje brzine fluida pretpostaviti da je stacionarno i bezvrtlozno,
pri cemu je potencijal oblika

® = F(r)cosf,
gde je r rastojanje od centra lopte, a 0 ugao izmedu radijus vektora 7 i orta €,.

Resenje 4.12 Da bi lopta mirovala potrebno je na nju delovati silom inten-
ziteta jednakog intenzitetu ukupne povrsinske sile kojom fluid deluje na nju,
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a suprotnog znaka. Potrebno je, dakle, naéi pritisak u fluidu, $to je u ovom
slu¢aju moguée uraditi pomoéu Bernulijeve jednacine:

1 1
P+ 5p0° =D+ 5pu’, (4.47)

ako je poznata brzina fluida ¥ i pritisak na velikim rastojanjima od lopte pso-
Pod pretpostavkom sugerisanom u zadatku je v =grad®, pri ¢emu potencijal
zbog nestisljivosti zadovoljava Laplasovu jednac¢inu

AD=0. (4.48)

Stavljanjem pretpostavljenog oblika za potencijal ® u izraz za laplasijan (A.8)
u sfernim koordinatama dobijamo jednacinu:

d2F dF
24— —2F =0. 4.4
r 02 + rdr 0 (4.49)

Iz teorije diferencijalnih jedna¢ina poznato je da se resenje ovakve jednacine
trazi u obliku F = Ork, gde su C i k konstante. Zamenom takvog oblika za
funkciju F' u jednacinu dobijamo

Ck>+k-2)rF =0,
§to je zadovoljeno za svako r jedino ako je
KE+k-2=0,

tj. ako je k =1ili k = —2. To dalje znaci da je opste resenje jednacine (4.49)
oblika

C
F(r)=Cir+ 3 (4.50)
tj. potencijal ® je jednak
C
b = <C’1r + 7“_22> cosf, (4.51)

pa su komponente brzine u sfernim koordinatama:

oo 20,
v = E—(Clr—g)cose,
109 Cy\ .
Vg = ;%——<Cl+r—3>sm0,
v, = 0.

Zbog uslova neprobojnosti na povrsini lopte r = R normalna komponenta brzine
v, treba da bude jednaka nuli, odakle sledi da je

2C5

@ =T
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pa je
® = (O (2%—1—%) cos@,
v, = 2C5 <% — 7%) cosf,
vg = —Cy (R23 + 7013> sin@,

Preostalu neodredenu konstantu Cs odredujemo iz uslova da intenzitet brzine
fluida za r — oo tezi vrednosti u. Iz poslednjih izraza za komponente brzine
vidimo da je

2C! 2
Tan;OvT = R—;cosﬂ, Tlilgvg = 7R7328i110,

pa je
2C! 1
u = R—32 = CQ = QUR?) .
Konagni izrazi za potencijal i komponente brzine su onda
1 R?
® = ur (1 + 57“_3) cos @, (4.52)
RS
v = (1 - 7‘_3) cos @, (4.53)
1R .
vg = —u (1 + 57'_3) sin@, (4.54)

pa je na povrsini lopte

9 .
v? = Zy%sin? 6
4 )

a onda je iz Bernulijeve jednacine pritisak
1 5 9 .,
p(r=R,00) = poo + FPu 1- 7 5in 0. (4.55)
Posto je element povrsine lopte ds jednak

dS = R?sin 0dodye,

gde je
€, = sin 6 cos pé,, + sin 0 sin pé, + cosbe, ,

ukupna sila kojom fluid deluje na loptu jednaka je

2m ™
F=R? / d<p/ dfp(r = R, 0, ) sin 0(sin 0 cos pe, + sin @ sin pe, + cos be,) .
0 0
(4.56)
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Jasno je da su Fy i F, komponente ove sile jednake nuli, zbog fozﬂ sinpdp =

fo% cos pdy = 0, a z komponenta je

1 ™ s
F, = 2rR? ((poo + —pu2) / sin 6 cos 6d0 — g/ sin® 0 cos 9d9) =0,
0

2 0

(4.57)
jer su oba integrala u poslednjem izrazu takode jednaka nuli. Dakle, nije
potrebno delovati nikakvom silom na loptu da bi ona mirovala. Ovo je paradok-
salan rezultat (tzv. Dalamberov paradoks — sli¢ne rezultate dobili smo u pret-
hodnim zadacima sa cilindrima), posto je iz iskustva poznato da na loptu u
ovakvim sluc¢ajevima fluid deluje silom jednakom 67nRu, gde je n koeficijent
viskoznosti. Jasno, rezultat da je sila jednaka nuli i jeste posledica pretpostavke
da se ovde radi o idealnom fluidu, tj. da se viskoznost zanemaruje.

4.3 Vrtlozno kretanje idealnog fluida

Zadatak 4.13 Polazeéi od Helmholcove jednacine

do 1 -

Y 4 Gdivi — (& - V)F = ~1otf, (4.58)
dt 2

koja vazi za idealan barotropan fluid, pokazati da je pri nestisljivom dvodimen-

zionom proticanju takvog fluida u polju potencijalnih zapreminskih sila f =

—VU, vektor vrtloznosti & konstantan duZ trajektorije deliéa.

Resenje 4.13 Ako je proticanje nestisljivo, onda je divid = 0, a ako su za-
preminske sile potencijalne, onda je rot f = rotgradU = 0, pa se Helmholcova
jednacina svodi na

do

!
S druge strane u zadatku 1.33 pokazano je da se pri dvodimenzionom nestisljivom
kretanju brzina ¢ = vy(x1,x2,t)€1 + va(21, T2, t)€2 moze izraziti preko funkcije
toka 1 (x1, z2,t) kao

&-V)7. (4.59)

v=¢é3 x Vi,
odakle je
I T T
&= §rotv = §Aw63’ (4.60)
pa je onda
1 0
3. 7= -Ai—(é& =0. 4.61
(@ V)7 = 5 A0 (@ x V) =0 (4.61)
Iz jednacine (4.59) onda direktno sledi da je
@ _
a7

tj. zaista je & =const duz trajektorije delic¢a.
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Zadatak 4.14 Pokazati da pri proticanju idealnog fluida brzinom v, za in-
finitezimalni supstancijalni vektor dl vazi

d/, > (a1 1,
E( -df)_dz (f—;gradp+§gradv). (4.62)

Resenje 4.14 Su_pstancijalni izvod skalarnog proizvoda brzine ¥ i supstanci-
jalnog elementa di jednak je

d /., AT - d(dl)
&(v~df)—a~dl+v-—. (4.63)

Ako je Al =7 — 71, onda je

—

A(dD) = (7 + T(F, )t — (7 + 671, £)dt)) — (7 — 71) = (F(Fa, t) — v(Fr, 1)) dt,

a posto je
(7, t) = U(r + dl, t) = U(7,t) + (dl - V),
sledi da je
d(dl)
. 49D _ 5 ar vy (4.64)
dt
Kako je
3 3 3 3
. - . ov; ov; 1 61}1-2
v (- V)e) = Z”izdljaxj =2 Ui g, = 2 > A oz,
i=1 j=1 i,j=1 3,7=1
3 3
1 1 -
= 52@% (Zﬁ) = 5di gradv®,
j=1 J \i=1

vra¢anjem ovog izraza u (4.64), a zatim u (4.63), dobijamo

L o/d7 1
%(ﬁ.df) =di- (%+§grad1)2> ,

a odatle, zamenom supstancijalnog izvoda brzine iz Ojlerove jednacine (2.5),
konac¢no i izraz koji je trebalo pokazati.

Zadatak 4.15 (Kelvinova teorema) Koristeéi prethodni zadatak pokazati da
se cirkulacija I’ = fc(t) 17'dfpo supstancijalnoj konturi C(t) u idealnom barotrop-
nom fluidu, koji se krece u polju potencijalnih zapreminskih sila, ne menja u toku
njenog kretanja.

ResSenje 4.15 Supstancijalni izvod cirkulacije I" jednak je

r - -
ar_ d g.dl:f doar
At dt Joq o dt
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a to je, na osnovu prethodnog zadatka dalje jednako
dr - (= 1 1
— = f{ dl- <f — Zgradp + grad1)2>
de o) p 2

o 1 1
jq{ dz-V(—U—1+—v2)=7f AU T+ 1) =0,
o) 2 o) 2

gde smo iskoristili izraze f = —gradU i gradp/p = gradl, koji su redom posledica
potencijalnosti zapreminskih sila i barotropnosti fluida. Dakle,

dr

= -0

dt ’
§to znac¢i da je zaista I'(t) =const u toku kretanja konture C' sastavljene od
deli¢a fluida.

Zadatak 4.16 Kretanje tipa Rankinovog vorteksa

|

uspostavljeno je u velikoj zapremini vode sa slobodnom povrsinom (r,$,z). Ako
je za r > a slobodna povrsina deo ravni z = 0, pokazati da je jednacina slobodne
povrsine vode za konacéno r data sa

Qa
= e¥, zar>a

e, zar<a
2,
b

N[— N[

02at
- zar>a
8qgr2’
= an2 022
— zar<a.
4q 8g ’

Resenje 4.16 Zamenjivanjem izraza za brzinu u Ojlerovu jednacinu, dobijaju
se jednacine u oblastima r < a i r > a, iz kojih sledi da je pritisak jednak

2 4 4.65
—pgz—%pgr—za—i—(}'g. zar>a (4.65)

{ —pgz + %pr2§22 +Ci, zar<a
Za r — oo slobodna povrsina lezi u ravni z = 0, a na slobodnoj povrsini je pri-
tisak jednak atmosferskom pritisku pg, pa odatle zakljucujemo da je Cy = py.
Takode, pritisak treba da bude neprekidna funkcija, pa odatle za r = a za-
klju¢ujemo da je C; = pg — inQaz. Jednacinu slobodne povrsine vode datu
u zadatku onda direktno dobijamo izjednacavanjem pritiska (4.65) sa atmosfer-
skim pritiskom pg.

Zadatak 4.17 Jako dugacak nepokretan cilindar nalazi se u struji idealnog flu-
ida, opisanoj funkcijom toka
a® r

U k
Y =Ursing — —sinp — —In—,
r 2 a
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gde su k,a i U konstante, |k| < 4wUa, a r, ¢ i z cilindricne koordinate, pri
cemu se z—osa poklapa sa osom cilindra. Pokazati da ukupna povrsinska sila
kojom fluid deluje na jedinicnu duZinu cilindra ima pravac normalan na pravac
brzine fluida na jako velikim rastojanjima (takode, normalan i na osu cilindra),
a intenzitet pUk, gde je p gustina fluida.

ResSenje 4.17 Pomoc¢u date funkcije toka nalazimo cilindriéne komponente br-

zine:
10y a®
y = ———=U ——1
" 9y cosgo(r2 )
o . a® k
Vo = 87“US1H¢<7’2+1>27T7"

a onda stavljanjem izraza za brzinu u Ojlerovu jednacinu dobijamo izraz za
pritisak:

U?%a? kU (a? k2
p(r,p)=p ( 5 Cos2p 4 o (72 + 1) - W) + const . (4.66)

Povrsinska sila po jedinici duzine F je onda jednaka

27 27
F= fa/ p(a, p)é-dp = *a/ p(a, p)(cos pé; + sinpéy )dp = —pkUé, .
0 0

Ova sila je o¢igledno normalna na osu cilindra, a posto je brzina fluida na jako
velikim rastojanjima od cilindra jednaka

V = lim (vr€r + vy€,) = —U(cos pé, —sinpé,) = —Ué,,
T—00

sila je normalna i na brzinu u beskona¢nosti.

4.4 Talasi u idealnom fluidu

Zadatak 4.18 Kroz stisljivi idealni barotropni fluid prostire se ravan monohro-
matski talas, pri cemu je brzina delica

S 2m
U = vé1 = €cos T(xl —ct),

gde je
dp

c=1/—

dt

P=po

fazna brzina talasa, \ talasna duZina, a € < c. Pretpostavljajuci da se gustina
p pri prostiranju talasa menja kao p(x1,t) = po(1 + s(x1,t)), |s] < 1, gde
je po gustina neperturbisanog fluida, naéi p(x,t). Jedina zapreminska sila je
gravitaciona sila f: —g€s.
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Resenje 4.18 Posto je
0 2 2
va—;l = —€%cos %(wl — ct) sin %(ml —ct)

Ov 2r . 2w
= ec— sin T(xl —ct)

ot A
sledi da je
Qv € 2T
gfl =—|cos —(z1 —ct)| < 1,
9v c A
ot
pa je
dv N ov
dt ~ ot

Takode, posto je fluid barotropan, vazi

b _dpop 08

8I1 N dipaxl ¢ po@xl ’

pa iz Ojlerove jednacine (2.5) sledi

Ov 5 Os
=22 4.
8t ¢ 65817 ( 67)
odakle je
€ 2m
s(x1,t) = - cos 7(351 —ct)+ F(t). (4.68)

S druge strane, jednac¢ina kontinuiteta ovde ima oblik

ap 0 0s ov
e + 8—M(PU) X oy -H?oa—x1 =0,
odakle sledi
0s ov dF

ot 0z dt const

gde smo iskoristili (4.68). Konacno je

14 € 27 ( )

= —cos —(z1 —c¢

P = pPo P N e )

posto F' mora da bude jednako 0, zbog uslova da je u neperturbisanom stanju
P = po-

Zadatak 4.19 (Rimanov talas) Poznato je da pri prostiranju talasa kroz stisljiv
barotropan fluid njegovi deli¢i imaju brzinu oblika

—

5= v(p)r,



70 Idealan fluid

pri cemu je gustina p fluida funkcija samo x1 koordinate i vremena t. Ako
je jedina zapreminska sila koja deluje gravitaciona sila f = —gés, pokazati da
gustina pri ovakvom talasnom kretanju mora da zadovoljava jednacinu

(-5

gde je F proizvoljna funkcija svog argumenta (t — x/u), a

u(p) =v(p) +clp), clp)= \/jii-

Resenje 4.19 Pod pretpostavkama zadatka jednacina kontinuiteta dobija oblik

dp  Op do
— ) = 4.
T +8:L‘1 <v+pdp) 0, (4.69)

a projekcija Ojlerove jednacine na x; osu:

dvdp Op dv 1dp

—zF —~ 4+ ) =o. 4.70

dp Ot * 0z (Udp + pdp ( )
Mnozenjem jednacine (4.69) sa S—Z i poredenjem tako dobijene jednacine sa

jedna¢inom (4.70) zaklju¢ujemo da je
dp _ o (dv)*
dp P dp/) ’

@,
P, =

Vra¢anjem poslednjeg izraza u (4.69) dobijamo jedna¢inu

odakle je

Jdp dp
9 + u(p) proie 0. (4.71)

Konacno, treba proveriti da li funkcija koja zadovoljava jednac¢inu p = F(t —
x/u(p)), zadovoljava i jednacinu (4.71). Posto je

dp z1 ,0p\ L,
2 - 1+ 8y F
ot ( MRTRIPT ’
ap 1 L1y ap /
S (D R 0 St sl B
0z ( u + w2 Oz ’

direktnom zamenom ovih izraza u jednac¢inu (4.71) dobijamo identitet, Sto znaci
da gustina zaista zadovoljava jednac¢inu datu u zadatku, za funkciju F' proizvolj-
nog oblika.
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Zadatak 4.20 Gravitacioni talas male amplitude [1] prostire se kroz nestisljivu
tecnost beskonacne dubine i jako velike povrsine, pri ¢emu je potencijal brzine
® jednak

® = Cet®s cos(kxy — wt),

gde su C, k i w pozitivne konstante, a x3 koordinata izabrana tako da je grav-
itaciono ubrzanje ¢ = —g€es. Pretpostavljajuci da se delici teénosti pri ovakvom
kretanju ne udaljavaju mnogo od svojih srednjih poloZaja (29,29, x%) (koji se ne
menjaju sa vremenom), pokazati da su trajektorije delica priblizno kruznice, ¢éiji
polupreénici opadaju sa dubinom.

Resenje 4.20 Komponente brzine deli¢a su jednake

0]

U1 — 6— = —]{:Cekzg Sin(kzl - wt) B (472)
81'1
0P

= _— = 4-

V2 3x2 07 ( 73)
0]

vy = 0% = kCe*®s cos(kxy — wt). (4.74)
81‘3

Posto su po sugerisanoj pretpostavci
wit) =27 + Xi(t) i=1,2,3,

gde su | X;(t)| < |2Y], izrazi za brzinu su u prvoj aproksimaciji jednaki vrednos-
tima koje dobijemo kada u njima x; i 3 zamenimo njihovim srednjim vrednos-
tima, tj. mozemo uzeti da je priblizno

% = —kCeks sin(kz? — wt), (4.75)
% = kCe"s cos(kx? — wt), (4.76)

odakle direktnim integraljenjem dobijamo

k k
X (t) = face’w% cos(kad —wt) i Xs(t) = f;ce’”? sin(kzd — wt) |

pa je jednacina trajektorije
k2 0
(1 — D)2 + (x5 —29)? = — C2e?es |

. .. e .. 0 o
zaista jednacina kruznice, ¢iji polupreénik kCe*®: /w opada sa smanjivanjem x9.

Zadatak 4.21 Pokazati da dizperziona relacija (veza izmedu frekvence w i ta-
lasnog broja k) za gravitacioni talas male amplitude, koji se prostire kroz sloj
nestisljive tecénosti —h < x3 < 0, ima oblik

w? = gkthkh, (*)
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pri éemu je gravitaciono ubrzanje § = —g€s. Pretpostavlja se da je kretanje
potencijalno sa potencijalom brzine ® oblika

O = F(x3) cos(kx) — wt),

gde su k i w pozitivne konstante, a F(x3) nepoznata funkcija. Cemu je jednaka
fazna brzina prostiranja talasa u slucaju kada je dubina h mmnogo manja od
talasne duzine talasa?

Resenje 4.21 Posto je tecnost nestisljiva, potencijal zadovoljava Laplasovu
jednacinu
Ad =0,

pa zamenom izraza za potencijal, datog u zadatku, dobijamo obi¢nu diferenci-
jalnu jednac¢inu

d?F

— —k*F(x3) =0

da? ’

koju funkcija F' treba da zadovoljava, a Cije je opSte reSenje
F(x3) = Cref® 4 Chekos (4.77)

Na povrsini te¢nosti potencijal treba da zadovoljava (videti u [1]) graniéni uslov:

0%® 0P
— — =0 4.78
0 995, = (4.78)
dok je za x3 = —h komponenta brzine normalna na dno jednaka nuli (te¢nost
ne moze da prode kroz ¢vrsto dno), tj.
0P
— =0. (4.79)
ax?’ I3:—h

Zamenjujuéi u uslov (4.79) potencijal sa funkcijom F' oblika (4.77) nalazimo da
je
Cl _ 0262kh ,

a onda iz uslova (4.78) primenjenog na x3 = 0 (Sto smemo da uradimo posto se
radi o talasu male amplitude, pa je povrsina uvek bliska ravni 23 = 0) dobijamo
disperzionu relaciju (*).

Fazna brzina ovog talasa ¢ = w/k je, na osnovu disperzione relacije (*),

jednaka
w
=/ —thkh.
“TVE

Posto se talasna duzina A izrazava preko talasnog broja kao 27 /k, uslov da je
dubina h mnogo manja od talasna duzine znaci da je hk < 1, pa je fazna brzina

u tom slucaju jednaka
hllimoc =+/gh.



Poglavlje 5

Viskozan fluid

5.1 Navije—Stoksov tenzor napona

Zadatak 5.1 U Navije-Stoksovom fluidu polje brzine zadato je sa:
V] =—T1 — T2, Vy=2=x9—T1, v3=0.

Za ravan ¢iji je ort normale €1 naci:

a) razliku normalne komponente napona u ovom fluidu i normalne kompo-
nente napona koja bi delovala u slucaju da je fluid idealan,

b) intenzitet tangencijalne komponente napona. Koeficijent viskoznosti je
n=0.982mPa - s.

Resenje 5.1 a) Posto je

N 8’01 81)2 8'03
divi= =+ =4 ——=-14+1=0
e 8%‘1 + 61’2 + 81‘3 + ’

ovde se, u stvari, radi o Stoksovom fluidu, pa tenzor napona ima oblik
P =—pE+2S, (5.1)

gde je n koeficijent viskoznosti. Lako se nalazi da je tenzor brzine deformacije
S u ovom slucaju reprezentovan matricom

-1 -1 0
S=|-1 1 0], (5.2)
0 0 O
pa tenzoru napona odgovara matrica
—2n—p —2n 0
P = -2n  2np—p 0], (5.3)
0 0 0
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odakle je trazena normalna komponenta napona Py jednaka
PN:€1'7)'€1:—277—p. (54)

Kako je u sluéaju idealnog fluida normalna komponenta napona Piged = —p,
razlika normalnih komponenata napona APy za ova dva slucaja je

APy = Pidea! — Py =2p, (5.5)

§to znaci da velicina p kod viskoznih fluida nema uvek smisao normalne sile po
jedinici povrsine.
b) Posto je ukupni napon koji deluje u tackama ravni normalne na €7 jednak

—2n—p
P.é = —2n , (5.6)
0

intenzitet njegove tangencijalne komponente |Pr| jednak je
|Pr| = 2n = 1.964mPas . (5.7)

Zadatak 5.2 Kretanje fluida koje je takvo da brzine svih delica imaju isti
pravac naziva se paralelni tok. Pokazati da je u slucaju paralelnog toka u
Stoksovom fluidu intenzitet normalne komponente napona koji deluje na ravni
paralelne ili normalne na tok jednak pritisku p.

ResSenje 5.2 Za paralelan tok polje brzine ima oblik ' = v, gde je 7 fiksirani
ort. Izaberimo koordinatni sistem tako da x; osa ima pravac orta 7. Onda je

U =v(x1, 29, 23,t)€] . (5.8)

Posto se radi o Stoksovom fluidu, koji je po definiciji nestisljiv, potrebno je da
je zadovoljen uslov divt' = 0, tj.
v
divi=— =0, 5.9
o (5.9)
Sto znaci dajntenzitet brzine v ne zavisi od koordinate x;. Tenzoru brzine
deformacije S u tom sluc¢aju odgovara matrica

ov ov
O 8902 8Z3

1
S=3 2 0 0|, (5.10)
20 0

a tenzoru napona
—p NP NP
P=|nZ —-p o0 |, (5.11)
N 0 —p
odakle je jasno da je intenzitet normalne komponente napona koji deluje na
ravni paralelne ili normalne na tok jednak pritisku p.
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5.2 Stacionarno laminarno proticanje viskoznog
fluida

Zadatak 5.3 (Ravan Kuetov tok) Stoksov fluid stacionarno protice izmedu
dve beskonacne paralelne ploce, od kojih jedna miruje, a druga se kreée kon-
stantnom brzinom intenziteta u u svojoj ravni. Naci profil brzine unutar fluida,
ako je poznato da je rastojanje izmedju ploca d, da je gradijent pritiska jednak
nuli © da su zapreminske sile jednake nuli.

Xz

Xy

ReSenje 5.3 Izaberimo koordinatni sistem tako da donja ploca lezi u ravni
o = 0, gornja u ravni x2 = d, a neka je x; osa odredena pravcem vektora , tj
neka je 4 = uéy. Pod pretpostavkom da je kretanje laminarno, tj. u slojevima
(dakle da nema znacajnog mesanja susednih slojeva, tj. turbulencija), kao i
zbog simetrije, pretpostaviéemo da je brzina deli¢a u fluidu oblika ¥ = v(zs)é;.
Onda je

%+(17~V)17: (vail)ﬁ—(),

a poSto se zapreminske sile zanemaruju i nema gradijenta pritiska, Stoksova
jednacina

ov - 1
8_1; +(T-V)T=f— ;grader %Aﬁ (5.12)
se svodi na
AT =0 = @ =0 (5.13)
- dz3 7’ '
odakle sledi
'U(xg) =Cizs + C5. (514)

Integracione konstante u poslednjem izrazu odreduju se iz grani¢nih uslova —
u ovom slucaju to su tzv. uslovi slepljivanja. Naime, usled viskoznosti deli¢i
fluida se lepe za ¢vrstu granicu, tako da im je brzina jednaka brzini granice.
Ovde to znaci da je v(0) = 0, poSto plo¢a xo = 0 miruje, odnosno v(d) = wu,
posto se ploca xo = d kreée brzinom w. Zamenom ovih grani¢nih uslova u
dobijeni izraz za profil brzine, dobijamo dve jednostavne algebarske jednacine,
¢ijim reSavanjem nalazimo konstante Cy i Cq, tako da je konacéno

7= ga;gé‘l. (5.15)
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Zadatak 5.4 Tanka ravna ploca kvadratnog oblika, ivice a, klizi na tankom
sloju ulja, debljine d, po horizontalnoj ravni. Ako je brzina ploce u, a viskoznost
ulja n, izracunati silu kojom treba delovati na plocu da bi se ovakvo kretanje
odrzalo, pretpostavijajuci da se kretanje fluida moze aproksimirati ravnim Kue-
tovim tokom. Kolika je ta sila ako je a = 1m, d = 2mm, u = 1m/s in = 1Pa-s?

Resenje 5.4 Ako iskoristimo rezultate dobijene u prethodna dva zadatka, tj.
izraz (5.15) za brzinu pri Kuetovom proticanju i izraz (5.11) za tenzor napona
pri paralelnom toku, dobijamo da tenzor napona pri Kuetovom proticanju ima
oblik

-p ng O
P={\ny —-» 0[], (5.16)
0 0 -—p
pa je vektor napona koji deluje na gornju plo¢u jednak
- u_, -
P(-é2) = g6t pes. (5.17)

Ukupna viskozna sila Fisk kojom fluid deluje na gornju plo¢u jednaka je proizvodu
tangencijalne komponente ovog vektora i povrsine ploce:

Fisk — —n%cﬁa : (5.18)

pa je na ploc¢u potrebno delovati silom F istog pravca i intenziteta, a suprotnog
smera, da bi se ovakvo kretanje odrzalo. Intenzitet te sile jednak je

F= n%aQ — 500N

Zadatak 5.5 (Ravan Poazejev tok) Stoksov fluid stacionarno protice izme-
du dve beskonacne paralelne ploce, koje miruju, u pravcu paralelnom plocama,
pri ¢emu intenzitet brzine delica zavisi samo od najkrace udaljenosti delica od
plo¢a. Pokazati da je gradijent pritiska unutar fluida konstantan i naci profil
brzine, ako je taj gradijent poznat. Rastojanje izmedju ploc¢a je 2b, koeficijent
viskoznosti je 1, a zapreminske sile se mogu zanemariti.

x2

e
—>>

ResSenje 5.5 Ako koordinatni sistem izaberemo kao na slici, brzina ima oblik
¥ = v(x9)€}, pa stavljanjem takvog izraza u Stoksovu jednacinu (5.12), uz ostale
pretpostavke zadatka, dobijamo jednacinu

gradp = nAv. (5.19)
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Projektovanjem ove jednacine na x5 i x3 osu dobijamo:

w_w_
8$2_8$3_ ’

odakle zakljuc¢ujemo da pritisak zavisi samo od koordinate x;. Uzimajuéi to u
obzir, projekcija Stoksove jednacine na pravac x; dobija oblik:
2
;—p = nd—z . (5.20)
1 dxs

Leva strana ove jednacine zavisi samo od x1, a desna samo od xz3, $to je za
proizvoljne vrednosti ovih koordinata mogucée jedino ako su obe strane ove
jednacine jednake konstanti. Kako leva strana jednacine upravo predstavlja
x1 komponentu gradijenta pritiska, dok su preostale dve komponente jednake
nuli, to znaci da je zaista gradijent pritiska pri ovakvom proticanju konstantan.
Ako 42 oznacimo sa K , onda iz poslednje jednacine dobijamo diferencijalnu

d$1
jednacinu ¢ijim resavanjem dobijamo izraz za intenzitet brzine:

d>v K 1K ,

d—(E% = F = ’U(Ig) = ig.fQ + Cll‘g + CQ y (521)
gde konstante C i Co nalazimo iz grani¢nih uslova v(—b) = v(b) = 0. Zamenom
dobijenog izraza za v u ove grani¢ne uslove dobijamo sistem od dve obi¢ne
algebarske jednacine po C; i Cy

1K
’U(—b) = iﬁbz —Clb+02 :O,
1K
v(b) = 5;!)2 +C1b+Cy =0,
iz kojih sledi C; = 0, Cy = f%%b{ pa je, kona¢no, profil brzine:
1K 3
v(xy) = —57—}172 (1 - b—g) : (5.22)

Zadatak 5.6 Prostor izmedu dve beskonacne ravne paralelne ploce, koje se
nalaze na rastojanju 2a jedna od druge, ispunjen je sa dva Stoksova fluida, jed-
nakih debljina a i koeficijenata viskoznosti n1 i ny. Fluidi stacionarno proticu
izmedu ploca usled delovanja konstantnog gradijenta pritiska I?, paralelnog plo-
¢ama. Pretpostavljajuéi da se fluidi pri kretanju ne meSaju, da je proticanje
laminarno, kao i da se zapreminske sile mogu zanemariti, naci profil brzine u
fluidima.

ResSenje 5.6 Stoksova jednacina u ovom sluc¢aju svodi se na jednacine
.K: = 771A171 i K = 772A’l72

u odgovarajué¢im oblastima fluida (posto su fluidi nestisljivi, zapreminskih sila
nema, a ¥ = v(y)é, — vidi sliku).
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a (ORI ||

a P, —

Posto je K=K €z, gornje vektorske jednacine se svode na skalarne

d2’l)1 d2’02
K=n—— i = Ny —02
771 dyQ 1 772 dy2 b
¢ija su opSta reSenja
1K
vily) =5 y*+ A+ Bi, i=1,2. (5.23)
i

Konstante A; i B; odreduju se iz grani¢nih uslova:

vi(a) = 0, (5.24)
v1(0) = v2(0), (5.25)
va(—a) = 0, (5.26)
P, o T P_g, o (5.27)

Zamenom izraza (5.23) za brzine u uslove (5.24), (5.25) i (5.26) dobijaju se
sledece jednacine:

K
2—a2+A1a+Bl = 0, (5.28)
m

By, = Bs, (5.29)
£a2—A2a+Bg = 0. (5.30)
212

Cetvrti uslov (5.27) se, zbog

ng = ﬁlgy = (—plg + 27713) €y|y=0
y=0
-p om0 0 mA;
— nlddLyl —p1 0 1 = —D1 (O) )
0 0 —P1 y=0 0 0
i, sli¢no,
. 5 N2 A2
— P,é*y = ngy = —pQ(O) 5 (531)
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svodi na jednacine:

mAr = nds (5.32)
p1(0) = p2(0).

Resavanjem sistema jednacina (5.24), (5.25), (5.26), (5.32) dobijamo koeficijente
Ai i BZ‘Z

K _
A = —2MIMTIR g9
21; 2 m + 12
K2
B, = By—-——%
m + 12

Zadatak 5.7 Sloj Stoksove tecnosti gustine p, koeficijenta viskoznosti n i de-
bljine d stacionarno tece niz nepokretnu strmu ravan ugla «, tako da brzina
proticanja zavisi samo od dubine. Strma ravan je jako velika i postavljena je na
horizontalnu ravan u homogenom gravitacionom polju. Pretpostavljajuci da je
atmosfera idealan fluid, a da je atmosferski pritisak jednak pg, nacéi profil brzine
unutar tecnosti.

X2

Q.

Resenje 5.7 Brzinu ¢emo traziti u obliku ¢ = v(x5)e;. Posto je § = g(sin aéy —
cos afs), projekcije Stoksove jednacine na koordinatne ose imaju oblik:

. 1dp nd*

0 — gsina—l ndw 5.33

gsin p8x1+pdx§’ (5.33)
1 0p

0 — —gcosa— L 5.34
gcos Oy (5.34)
10

0 = —-2& (5.35)
p Ox3

Iz jednacine (5.35) zaklju¢ujemo da pritisak ne zavisi od x3 koordinate, a iz
(5.34) onda sledi

p = —pgxscosa+ F(x), (5.36)
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gde je F(x1) nepoznata funkcija koordinate x, a zamenom ovog izraza u (5.33)
dobijamo jednac¢inu
dF(z1) d*v
dry 77dgcg '
Leva strana poslednje jednacine zavisi samo od koordinate x;, a desna samo
od x2, Sto je za proizvoljne vrednosti x1 i 9 moguée samo ako su obe strane
jednakosti jednake istoj konstanti, koju éemo oznagciti sa K. Odatle za brzinu
dobijamo obi¢nu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda

—pgsina + (5.37)

K d*
— =, 5.38
Cije je reSenje
K
v=—x5+ Kixo+ Ky . (5.39)

2n
Za x5 = 0, tj. uz samu strmu ravan, brzina tecnosti je jednaka nuli, odakle
zakljuéujemo da je Ko = 0. Za x2 = d, granic¢ni uslov dobijamo iz

P-a)| = () (@) (5.40)
o=
Posto je P = —p€ + 2nS, a tenzoru brzine deformacije odgovara matrica
dv
1 dO du; Y
S:5 = 0 0], (5.41)
0 0 0
iz uslova (5.40) dobijamo
B 0
—p =1 -po |, (5.42)
0 wo—d 0
odnosno q Kd
= -0 = K =-== (5.43)
dza|,,_4 n
i
p(d) = po. (5.44)
Medutim, iz (5.36) onda sledi da je
—pgdcosa+ F(x1) =po (5.45)
tacno za svako x1, $to je moguce jedino ako je F(z1) =const. Odatle je
dF
K = —pgsina + dF(z) = —pgsina, (5.46)
dIl
pa je konacno brzina jednaka
v="9 Smaxz(Qd — xa) . (5.47)

2n
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Zadatak 5.8 (Hagen—Poazejev tok) Pod Hagen—Poazejevim tokom podra-
zumeva se stacionarno proticanje viskoznog Stoksovog fluida, gustine p i koefici-
jenta viskoznosti n u homogenom polju gravitacije kroz cilindriénu cev precnika
d, ¢ija osa sa horizontalom zaklapa ugao 0. Smatrajuci da se radi o paralelnom
toku u pravcu ose cevi, kao i da brzina fluida zavisi samo od rastojanja od ose
cilindra

a) pokazati da je projekcija gradijenta pritiska na pravac ose cilindra kon-
stanta %

b) nadi profil brzine u cevi, ako je ta projekcija poznata.

Resenje 5.8 a) Stoksova jednacina (5.12) u ovom slucaju ima oblik
. e
0=g— —gradp+ —A7. (5.48)
p p

Ako koordinatni sistem izaberemo kao na slici, onda gravitaciono ubrzanje g i
brzinu ¥ mozemo da napisemo kao

—

g = g(—cosfé| +sinbeés) U =v(x1,x2)€3, (5.49)
pa projektovanjem Stoksove jednacine na xs osu dobijamo

10
oL
p Oxo
odakle zakljuéujemo da pritisak ne zavisi od koordinate xo, tj. p = p(x1,x3).
Projekcija Stoksove jednacine na x; osu ima oblik

1 op
0=— 0— ——— 5.50
geoso -1 (5.50)
odakle je
p(x1,x3) = —pgxy cos b + F(x3), (5.51)

gde je F' funkcija samo koordinate x3. To dalje znaéi da je

op dF
6—333 = dos (5.52)
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pa stavljanjem ovakvog izraza za ;—fo; u projekciju Stoksove jednac¢ine na x3 osu:

10
Oz—gsinﬂ———p—i—ﬁAv, (5.53)
pOxz  p
dobijamo jednacinu:
F
pgsind + M =nAv. (5.54)
d.’Eg

Leva strana ove jednacine je funkcija samo od 3, a desna samo od x7 i zs,
§to je za proizvoljne vrednosti ovih koordinata moguée samo ako su obe strane
jednacine jednake istoj konstanti. Odatle sledi da je i %;f’) konstantno, pa
zbog (5.52) to istovremeno znadi i da je projekcija gradijenta pritiska na osu

cevi konstanta.

b) Posto je
v="0 (\/x% +x§> =v(r)
jednacinu
inf+ K
Av = % —C (5.55)

je najzgodnije resavati u cilindriénim koordinatama. Izraz za laplasijan (A.4) u
cilindri¢nim koordinatama se svodi na

1d dv
pa iz jednacine (5.55) sledi
d [ dv dv 1,
E <7"a> =Cr = 7’5 = 507’ + Cl7 (557)
odnosno 4 ) o )
@w_Z bt} _ 2
= 207"—1— " = o(r) 401" +Cilnr+Cs. (5.58)

Za r — 0 vazi Inr — —oo, $to znaci da treba uzeti da je konstanta Cy = 0, jer
nema nikakvog fizickog razloga da brzina deli¢a na osi cevi bude beskonacna.
Preostalu neodredenu konstantu Cy nalazimo iz uslova da je v(d/2) = 0, odakle
je Co = —Cd?/8, tako da je kona¢no

v = T rT — Z €3 . ( . )
Zadatak 5.9 (Kuetovo proticanje) Stoksov fluid stacionarno protice izmedu
dva beskonaéna koaksijalna cilindra, polupreénika ry i ry (1 < r2), usled nji-
hove rotacije oko zajednicke ose ugaonim brzinama €y i Qo, respektivno. Zane-
marujuci zapreminske sile, naci profil brzine fluida, ako je poznata gustina fluida
p i koeficijent viskoznosti 1.
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_/

Resenje 5.9 Zbog simetrije problema polje brzine treba traziti u obliku
v=uv(r)é,, (5.60)

gde su (r, ¢, z) cilindri¢ne koordinate, pri ¢emu se osa z poklapa sa zajednickom
osom cilindara. Supstancijalni izvod brzine je ovde najzgodnije traziti preko
formule d 5
v v o1
priale T + Egradv2 — U X rotv. (5.61)

Zbog stacionarnosti proticanja je g—f = 0, a ako primenimo izraze za gradijent

(A.1) i rotor (A.3) u cilindri¢nim koordinatama dobijamo

dv 0?2
Y_Yz. 5.62
dt r ( )
Kako je
- . . L d /dv v\
AU = graddiv? — rotrotd = —rotrotv = I (a + ;) €y, (5.63)

Stoksova jednacina u ovom sluc¢aju dobija oblik

v? 1dp nd (dv v
—e=———C+-——|(—+-)€,, 5.64
r pdre pdr <d7‘+r>€“J (5.64)
odakle je
v? 1dp
—=——— 5.65
r pdr ( )

dv v

a <dr + T) —0 (5.66)
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Iz poslednje jednacine direktno dobijamo linearnu nehomogenu diferencijalnu
jednacinu prvog reda

dv v
o + = Cy, (5.67)
Cije je opste reSenje:
_fg fﬁ r Cy
’U(’I") =e s Cl e 7 dr+ 02 = 015 + —. (568)
r

Konstante C; i Cy odredujemo iz grani¢nih uslova:
v(r1) = Mr,  v(r2) = Qors. (5.69)

Zamenom dobijenog izraza za brzinu u ove grani¢ne uslove dobijamo sistem od
dve algebarske jednacine po Cp i Co, ¢ijim reSavanjem nalazimo

2,.2 2 2
riTs5 B Qory — Qg
5, Co=—5—35—. (5.70)
ra =T Ty — T

Cr=2(21 — Qo)

Zadatak 5.10 U sluéaju Kuetovog proticanja (vidi prethodni zadatak) izracunati
moment povrsinskih sila koji deluje na jedinicnu duZinu unutrasnjeg, odnosno
spoljasnjeg cilindra, ako unutrasnji cilindar miruje, a spoljasnji rotira ugaonom
brzinom €.

Rezultat 5.10 Trazeni moment povrsinskih sila jednak je 4mnQr2r3 /(r2 —r?).

Zadatak 5.11 Beskonacno dugacak ¢vrsti cilindar poluprecnika a rotira kon-
stantnom ugaonom brzinom ) oko sopstvene ose u Stoksovom fluidu. Naci pro-
fil brzine koji odgovara stacionarnom laminarnom osno-simetricnom kretanju
uspostavljenom u fluidu usled rotacije cilindra, ako se zapreminske sile mogu
zanemarits.

Resenje 5.11 Sli¢no kao u slucaju Kuetovog proticanja nalazimo da je brzina
oblika ¥ = v(r)é,, gde je

K.
o(r) = Kyr + 72 . (5.71)

Konstanta K; u ovom sluc¢aju mora biti jednaka nuli, poSto nema nikakvog
fizickog razloga da na jako velikim rastojanjima od ose cilindra brzina postaje
neograniceno velika, a konstantu Ks odredujemo iz uslova slepljivanja na povrsini
cilindra: v(a) = a2, odakle je kona¢no

o(r)=—. (5.72)
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5.3 Nestacionarno laminarno proticanje visko-
znog fluida

Zadatak 5.12 Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti  nalazi se u
poluprostoru y > 0. Grani¢na ravan y = 0 krece se brzinom vy (t) = acoswt u
pravcy x—ose, gde su a iw konstante. Naci polje brzine u fluidu, pretpostavljajuci
da brzina ima pravac x—ose, a da joj intenzitet zavisi samo od vremena i Y-
koordinate (tj. od rastojanja od ploce koja osciluje). Zanemariti zapreminske
sile 1 gradijent pritiska.

ResSenje 5.12 Stoksova jednacina se u ovom slucaju svodi na jednacinu

ov 0%v

gde je v intenzitet brzine, a v = n/p kinematicki koeficijent viskoznosti. Uved-
imo kompleksnu funkciju . .
b= F(y)e™". (5.74)

Ako ovakva funkcija zadovoljava jednac¢inu (5.73), onda sigurno i njen realni deo
zadovoljava tu jednacinu. Potrazimo resenje jednacine (5.73) u obliku (5.74),
pri ¢emu ¢emo zahtevati da realni deo funkcije ¥ zadovoljava grani¢ni uslov

Ret(z,y =0,2,t) = acoswt = vy(t) . (5.75)
Posto je

o - 0% d’F

R s AWt 27 D qwt .

ot (y)iwe™, oy?  dy? ¢ (5.76)

iz jednacine (5.73) sledi da kompleksna funkcija F (y) treba da zadovoljava
jednacinu

2F iw -
S %"F =0, (5.77)

F(y) = Ae 5(1 i + Be\/;(1 i . (5.78)

Odatle je

\/iy iwt+ /=) Vy iwt— /=)
b=AeV 2V ¢ 207" 4L Be V207 v (5.79)

pa je brzina jednaka

v(y,t) = e\/zi”yRe[Aei(Wt i \/;y)]—l—e\/;yRe[Bei(Wt - 5y)] . (5.80)
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Kada y — 0 &lan eV2¥ u prethodnom izrazu za brzinu tezi beskonaénosti,
§to bi znacilo da se na jako velikim rastojanjima od ploce (¢ije je oscilovanje
uzrok kretanja fluida) delié¢i kreéu jako velikim brzinama. PoSto za to ne postoje
nikakvi fizicki razlozi, treba uzeti da je konstanta A jednaka nuli, $to znaci da
brzina ima oblik

o(y,t) = e_\/;jvy (Bl cos (wt — \/gy) — Bysin (wt — \/gy)> , (5.81)

gde je B = By +iBs, tj. By i By su redom realni i imaginarni deo kompleksne
konstante B. Iz grani¢nog uslova (5.75) konaé¢no sledi da je By = a i By = 0,

pa je
w
_ 2—y )
v(y,t) = ae V' cos (wt — ﬁy) (5.82)

Zadatak 5.13 Prostor izmedu dve beskonacne ravne paralelne ploce ispunjen
je Stoksovim fluidom, gustine p i koeficijenta viskoznosti n. Naéi polje brzine
unutar fluida, ako jedna od ploca miruje u ravni y = 0, a druga se kreée u
sopstvenoj ravni y = H brzinom @ = ue™“*€,, gde su u i a pozitivne konstante.
Zanemariti zapreminske sile 1 gradijent pritiska, a resenje pretpostaviti u obliku

o(rt) = V(y)T(t)ey.

Resenje 5.13 Ako pretpostavljeni izraz za brzinu (uz sve ostale pretpostavke
zadatka) zamenimo u Stoksovu jednac¢inu, dobijamo slede¢u skalarnu jednacinu:

dr  nd?v
V(y)ﬁ = ;d—yQT(t)a (5.83)

odakle deljenjem sa VT sledi

2
1dr_n 1 dV (5.84)
T A~ pV(y)

U poslednjoj jednacini izraz sa leve strane je funkcija samo vremena t, a izraz
sa desne strane funkcija samo koordinate y, $to je za proizvoljne vrednosti ¢ i
y moguce samo ako su obe strane jednacine jednake istoj konstanti K. Odatle
onda dobijamo dve jednacine:

1dT

== (5.85)
i 2

n1ld<V

——— =K. 5.86

Resavanjem jednacine (5.85) dobijamo

T(t) = Creft, (5.87)
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a, kako je u svakom trenutku v(H,t) = V(H)CieX* = ue=?*, zakljuéujemo da
je K = —a. Onda jednacina (5.86) dobija oblik

A2V ap
—+—V =0 5.88
TR : (5.88)

V(y) = Cycos <ﬁy) + Cssin (ﬁ;,) . (5.89)

Iz grani¢nog uslova v(0,t) = 0 zakljucujemo da je Co = 0, tako da je brzina

oblika:
v(y,t) = Csin (1 /%y> e (5.90)
n

—at

odakle je

gde je C'= C1C5. Konacno, iz grani¢nog uslova v(H,t) = ue imamo

C'sin (1 /%H) e M =ye (5.91)

odakle je konstanta C' jednaka u/ sin(, /%H), pa je

= — " sin (1 /%y) et . (5.92)
sin ( %H) n

Zadatak 5.14 Ako se cilindar iz zadatka 5.11 u nekom trenutku iznenada zaus-
tavi, naci polje brzine u fluidu nakon zaustavljanja, pretpostavijajuci da je ono
oblika

1
= —F(r*/vt)e,.
r
Jednostavnosti radi, pretpostaviti da je polupreénik cilindra jako mali.

Resenje 5.14 Zamenjujuéi sugerisani oblik brzine u Stoksovu jednaéinu dobija
se da je funkcija F' reSenje obi¢ne diferencijalne jednacine

d*F 1dF
—+-——=0 5.93
dw? + 4 dw ’ (5.93)
gde je w = r?/vt. Odavde se dobija da je
F =40, + Cye™v/4 (5.94)

a konstante Cy i C5 se nalaze iz grani¢nih uslova, tako da kona¢no nalazimo
FO .2
7= (1-¢" /4”)5 . 5.95
2rr ( ® ( )

gde je I'g cirkulacija brzine po proizvoljnoj konturi koja obuhvata cilindar, pre
nego Sto se on zaustavi.
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5.4 Vrtlozno i potencijalno kretanje u viskoznom
fluidu

Zadatak 5.15 Nadéi vektor vrtloznosti & u zadatku 5.14. Direktnim racunom
pokazati da & zadovoljava wopsStenu Helmholcovu jednacinu:

do 1 .
di: —(@-V)v= 5r0tf+l/A(D.
Rezultat 5.15 & = %e’ﬁ/‘h’t

Zadatak 5.16 Polje brzine u Navije-Stoksovom fluidu ima oblik
vy =kry, vo=—kxy, wv3=0.
a) Pokazati da je ovakvo kretanje potencijalno i nestisljivo.
b) Naéi polje ubrzanja.

¢) Zanemarujuéi zapreminske sile, pomocéu Stoksove jednacine naéi pritisak
u fluidu, ako je gustina p.

d) Pokazati da za ovakvo kretanje postoji integral analogan Bernulijevom in-
tegralu kod idealnih fluida i pomodu njega naci pritisak.

e) Naci brzinu disipacije mehanicke energije u toplotu.
f) Da li ravan xo = 0 moze da predstavlja granicu fluid—cévrsto telo? Zasto?

Resenje 5.16 a) Lako se proverava da je rot? = 0, pa se zaista radi o potenci-
jalnom proticanju, kao i da je divi = 0, pa je i uslov nestisljivosti zadovoljen.
b) Ako iskoristimo izraz za ubrzanje dat u zadatku 1.10 dobijamo:

dv. 1 o K 2 2 20 > >
i §gradv = 7grad (27 + 23) = k*(21€1 + 2263) (5.96)
c¢) Posto je
AT = graddiv? — rotrotv, (5.97)
Stoksova jednacina (5.12) se u ovom slucaju svodi na jednacinu
dv 1
— = ——grad 5.98
a — pedp, (5.98)

odnosno, ako iskoristimo izraz naden za ubrzanje pod b) dobijamo tri skalarne
jednacine

1
kle = ——@
p Oy
1
]{32ZQ = 7—@
p Oxo
10
0 = -2

p Oxo
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iz kojih sledi

1
p = —=pk?(x? + x2) + const 5.99
B 1 2

d) Stoksova jednacina se u ovom sluc¢aju moze napisati i u obliku

1 P
d{=v*+5)=0 5.100
ad (5024 2) =0, (5.100
odakle sledi da je
1
v+ g = const, (5.101)

Sto jeste analogno Bernulijevom integralu kod idealnih fluida. Odatle se, za-
menjivanjem izraza za brzinu datog u zadatku, direktno nalazi izraz za pritisak
isti kao pod c).
e) Ako sa Ej ozna¢imo kineticku energiju jedinice mase fluida, onda je

dE,  d (1 _,2> _dv

P ) = v = kp(x? — 23). (5.102)

dt dt
f) Za xo = 0 brzina je jednaka ¢ = kxi€7, tj. nije jednaka nuli za proizvoljno

x1, Sto znaci da uslov slepljivanja nije zadovoljen, pa ravan xo = 0 ne moze da
predstavlja granicu fluid—¢vrsto telo.

Zadatak 5.17 Naci vektor vrtloZnosti za
a) ravno Poazejevo proticanje (zadatak 5.5);
b) Hagen—Poazejevo proticanje (zadatak 5.8).

- K N N ,ogsin@—i-aan3 .
Rezultat 5.17 a) J = — 5, %263; b) &= — e,
Zadatak 5.18 Pri kom uslovu je Kuetovo proticanje (zadatak 5.9) bezvrtlozno?

ReSenje 5.18 Posto je

10913 — Q1
b R A S (5.103)

(4‘_}):
2
2 r3—rg

Kuetovo proticanje je bezvrtlozno kada je Qor3 — Q;77 = 0, odnosno kada je
zadovoljen uslov

2
2 _1 (5.104)
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5.5 Disipacija energije u viskoznom fluidu

Zadatak 5.19 Polazedi od opste jednacine (2.20) unutrasnje energije pokazati
da temperatura T Stoksovog fluida zadovoljava jednacinu
dT
pc— = O + KAT, (5.105)
dt
gde je
O = 29(S}, + 83, + Szy + 2812 + 2813 + 2S5023) .
Pri izvodenju ove jednacine treba pretpostaviti da je veza izmedu gustine un-
utrasnje energije u i temperature T oblika uw = cT', gde je c—konstanta (toplotni

kapacitet), kao i da vazi Furijeov zakon § = —kVT, gde je k konstanta (koefici-
jent termoprovodnosti).

Resenje 5.19 Jednacina (5.105) direktno sledi iz (2.20), ako se uzme u obzir
da iz Furijeovog zakona sledi da je

divg = —kAT, (5.106)
kao i da je
TrSP = 2nTeS? = 20(S%) + 82, + 82, + 257, + 282 + 252,). (5.107)

Zadatak 5.20 Nadi stacionarno polje temperature u Stoksovom fluidu koji vrsi
ravno Kuetovo proticanje ¥ = kyéey (k =const) izmedu ploca y = 0 iy = d,
cije se temperature odrZavaju redom ma vrednostima Ty i To. Zbog simetrije
problema pretpostaviti da temperatura zavisi samo od y koordinate.

Resenje 5.20 Posto su jedini nenulti elementi tenzora brzine deformacije S1s =
S21 = k/2 jednacina (5.105) u ovom sluc¢aju ima oblik
d2T
1.2
0 = 'I’]k + K/d—y2 5
odakle je
k2 2
T=-T2 4+ Cy+ . (5.108)
K

Iz grani¢nih uslova T'(0) = T3 i T(d) = T, nalazimo integracione konstante:

TQ ’I]:ZCQd T1
Co=Ty, C=-24+12°_21
2 1, 1 d+ o 7

odakle je polje temperature

nk? , T, —T1 nk3d
T=—— —_—
2 7 + ( d - 2K

) y+T. (5.109)



Poglavlje 6

Razni zadaci

Zadatak 6.1 Potencijal brzine ima oblik ® = Axy + Bxy/r?, gde je r? =
22 + 23, Naéi funkciju toka 1.

Zadatak 6.2 Posmatrajmo potencijalno proticanje kome odgovara potencijal
brzine

P = —Vrsing + écosgp,

gde su r i @ polarne koordinate.

a) Naéi funkciju toka 1 ako je proticanje nestisljivo.

b) Naéi tacke stagnacije i izracunati ¥ u njima.

c) Skicirati nekoliko strujnih linija za 1 < —/2Vo A i1 > 2V A.
Zadatak 6.3 U kontinualnoj sredini polja brzine i gustine zadata su jednacinama

(21, T2, 23,t) = 1181, p(21, T2, 23,1) = poe” ",

gde je py =const.

a) Uveriti se da je jednacina kontinuiteta zadovoljena.

b) Izracdunati masu i brzinu promene mase u cilindriénoj zapremini popreénog
preseka S, sa osnovama u ravnima x1 =0 i x1 = 3.

¢) Da li kretanje definisano jednacinama
vy =X, =Xy, w3=Xj,
odgovara zadatom polju brzine? ObrazloZiti odgovor.
Zadatak 6.4 Clilindricna posuda u kojoj se nalazi voda, rotira konstantnom
ugaonom brzinom w oko svoje ose (koja je postavljena u praveu gravitacionog
polja). Kolika je maksimalna vrednost w pri kojoj voda ne izlazi iz posude, ako
je poznato da su polupreénik osmove i visina posude jednaki a, a da u stanju

mirovanja voda ispunjava posudu do visine h = 3a/4? Kolika je minimalna
visina vode u posudi za slucaj te maksimalne ugaone brzine?
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Zadatak 6.5 Pretpostavljajuci da se delié¢i tecnosti pri kretanju opisanom u za-
datku 4.21 ne udaljavaju mnogo od svojih srednjih polozaja (29,29, 23), pokazati
da su njihove trajektorije priblizno elipse.

Zadatak 6.6 Polje brzine u viskoznom fluidu ima oblik
vy = k(2? —23), wo = —2kxize, wv3=0.
a) Pokazati da je ovakvo kretanje potencijalno i nestisljivo.
b) Naéi polje ubrzanja.

¢) Zanemarujuéi zapreminske sile, pomocéu Stoksove jednacine nadi pritisak
u fluidu. Uzeti da je gustina fluida p.

d) Pokazati da za ovakvo kretanje postoji integral analogan Bernulijevom in-
tegralu kod idealnih fluida i pomodu njega naci pritisak.

e) Nadi brzinu disipacije mehanicke energije u toplotu.
f) Da li ravan xo = 0 moze da predstavlja granicu fluid—cévrsto telo? Zasto?

Zadatak 6.7 Dua sloja razlicitih Stoksovih fluida proticu izmedu dve beskonacne
paralelne ploce, od kojih jedna miruje, a druga se kreée konstantnom brzinom vy

u svojoj ravni. Pretpostavijajucéi da se slojevi teénosti ne mesaju, da je granicna
ravan tzmedju njih paralelna ploéama, da nema gradijenta pritiska, kao © da se
zapreminske sile mogu zanemariti, naci profil brzine izmedju ploca. Pretpostaviti
da su gustine i koeficijenti viskoznosti fluida poznati, a da su debljine slojeva by

1by.

Zadatak 6.8 a) Pokazati da se za polje brzine oblika U = v(y, 2)€,, van polja
zapreminskih sila, Navije-Stoksova jednacina svodi na oblik:

0% N 0%  1dp 5 .
— + =5 = —— = [ = const.

oy? 022 ndx

b) Koristeéi prethodni deo zadatka naéi polje brzine u viskoznom fluidu koji
protice kroz horizontalnu cev ¢iji je presek jednakostranicni trougao. Pret-
postaviti (zvog simetrije) da je v(y, z) oblika

v:A(er%) (z—k\/gy—%) (z—ﬁy—%)—i—B,

gde je b-stranica trougla, a A i B treba odrediti.

Zadatak 6.9 Stoksova tecnost gustine p i koeficijenta viskoznostin stacionarno
protice kroz prostor izmedu dva beskonacna koaksijalna cilindra, poluprecnika a
ib (a <b). Cilindri su postavljeni horizontalno. Pretpostavljajuéi da se deliéi
fluida krecu u pravcu ose cilindra, pri ¢emu intenzitet brzine zavisi samo od
rastojanja od ose, naci profil brzine ako se fluid kreée samo usled toga Sto
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a) se unutrasnji cilindar krede u pravcu ose brzinom vy, a spoljasnji brzinom
Vp;

b) postoji konstantan gradijent pritiska u pravcu ose, a oba cilindra miruju.

Zadatak 6.10 Nadi silu trenja koja deluje na svaku od dve paralelne beskonacne
ploce, izmedu kojih se nalazi sloj Stoksove tecnosti, gustine p i koeficijenta
viskoznosti n, ako se jedna ploca kreée brzinom vy (t) = acoswt u svojoj ravni,
a druga miruje. Rastojanje izmedju ploca je h, a zapreminske sile i gradijent
pritiska se zanemaruju.

Zadatak 6.11 Stoksov fluid miruje u dugackom kanalu, ¢ije su granicéne ravni
y = Za nepokretne. U trenutku t = 0 iznenada pocinje da deluje konstan-
tan gradijent pritiska G = Ge,. Pretpostavljajuci da se zapreminske sile mogu
zanemariti, a da je brzina oblika U = v(y, t)€,, nadi jednacinu koju zadovoljava
v(y,t) zat >0, kao i granicne i pocetne uslove za v(y,t). Kada t — oo océekuje
se da v(y,t) prestaje da zavisi od vremena, tj. kretanje postaje stacionarno.
Pretpostavljajuéi da je v(y,t) = V(y) + vi(y,t), gde je V(y) = lim;_,o v(y, 1),
formirati jednacinu i granicéne uslove koje zadovoljava vy (y,t).
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Razni zadaci




Dodatak A

Matematicki dodatak

A.1 Cilindriéne koordinate

o, 1oy, oY
grady = Vi = a—qfer + ;%e@ + 6—1562

o - 10(rA;)  10A, 0A,
leA—V~A_; 5 -|-; 9% 4 R

r Op 0z

10(rd,) 104, _
r or r Jy c

1o (v 1% o
ror \' or r2 0¢%2 = 022

TotAd =V x A= 104. 94, e + 04, _ 94 Cot
0z or

Ad =

A.2 Sferne koordinate

B _81/1-» 10 1 0y,
Vo =grady = Foe D508 T G a0
I 1 0, . 1 9v,
V- 7=divi= r_QE(T vr) + rsin@%(blnavg) + rsinf Oy

<

xﬁ—rotz?—# 2(sin&v )—% ér +
N "~ rsinf \ 06 ® op ) "

1 18vr72( )HJr} g( )7807,4
r \sinf dp  Or M) J o g\ a0 ) ¢

(A7)



96 Matematicki dodatak
10 0P 1 0 0P 1 02d
AD=—— (2= ———— | sinf— _— A.
r2or \\ 37") + r2sin 6 00 <sm 89) M 2 sin? § D> (A.8)
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